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НЕРАЗРЕШИМЫЕ ЗАДАЧИ
НА ПОСТРОЕНИЕ

 

Ç. Ä. ÉÖâãÖê

 

åÓ‰Ó‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. ç.è. é„‡Â‚‡, ë‡‡ÌÒÍ

 

В школе Пифагора впервые зародилась мысль о
том, что цель науки – выявление количественных
закономерностей окружающего нас мира. При этом
пифагорейцы первыми обратили внимание на то,
что в основе явлений совершенно разной природы
могут лежать одни и те же числовые зависимости.
Свою программу математизации науки они довели
до крайности, выдвинув тезис: “Все есть число”.
Следует напомнить, что числами Пифагор и его
ученики называли лишь натуральные числа, следу-
ющие за единицей, а основные законы природы
пытались описывать отношениями чисел. Говоря
более современным языком, пифагорейцы стреми-
лись выразить законы природы с помощью функ-
ций, аргументы и значения которых – рациональ-
ные числа. На этом пути они натолкнулись на
первую в истории математики неразрешимую про-
блему – выразить отношением целых чисел отно-
шение длин диагонали квадрата и его стороны. Сей-

час доказательство иррациональности числа 
другими словами, доказательство соотношения

(1)

где 

 

Q

 

 – поле рациональных чисел, известно любому
старшекласснику, но 2500 лет тому назад оно произ-
вело настолько потрясающее впечатление, что при-
вело к полной перестройке взглядов античных уче-
ных на математику. С тех пор теория величин
строилась чисто геометрическими методами, и это
почти на полторы тысячи лет задержало развитие
алгебры. Вместо привычных нам операций с веще-
ственными числами античные математики исполь-
зовали действия с отрезками, производимые с по-
мощью геометрических построений. 

Эстетические требования (которые играют не-
маловажную роль и сегодня), представления древ-
них эллинов о совершенстве геометрических фигур
привели математиков к использованию в построе-
ниях только линейки и циркуля. Тем самым счита-
лось, что свойства всех фигур должны сводиться к
свойствам наиболее совершенных из них: прямой и
окружности. Однако и на пути геометризации на-
уки вновь встретились неразрешимые задачи, наи-
более известные из которых – удвоение куба, три-
секция угла и квадратура круга [1]. С современной
точки зрения неразрешимость каждой из этих задач
выражается соотношением, аналогичным соотно-
шению (1), а именно соотношением 

 

a

 

 

 

∉

 

 

 

P

 

, где 

 

a

 

 –
некоторое комплексное число, а 

 

P

 

 – подходящее

2,

2 Q,∉

 

UNSOLVABLE
PROBLEMS 
OF CONSTRUCTION

 

V. A. GEYLER

 

The article deals with geo-
metric construction prob-
lems which are unsol-
vable with the aid of a
straightedge and a com-
pass. As an example the
problem of division by a
plane into commensurate
parts of a solid sphere
(the Archimedes problem)
and analogous problem
for a circle are consid-
ered. The relation of these
problems to the theory of
algebraically squarable
ovals is discussed.
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числовое поле, но теперь для доказательства та-
кого соотношения приходится привлекать тонкие
методы алгебры и анализа, разработанные только
в XIX веке. Предварительно задача на построение
переводится на алгебраический язык. Напомним,
как это делается.

В каждой (планиметрической) задаче на постро-
ение дан некоторый набор элементарных фигур
плоскости, составленных из конечного числа точек,
прямых, лучей, отрезков, окружностей и дуг. Требу-
ется построить, проводя прямые и окружности,
другой набор элементарных фигур, удовлетворяю-
щих требованию задачи. Конечный набор элемен-
тарных фигур всегда, очевидно, можно заменить
конечным набором 

 

M

 

 точек плоскости (например,
прямую – двумя произвольными ее точками, отре-
зок – его концами и т.д.). При этом решение задачи
на построение можно формализовать рекурсивным
определением выражения “точку 

 

A

 

 можно постро-
ить исходя из набора 

 

M

 

”. В следующем определении
набор 

 

M

 

 остается фиксированным, и выражение
“исходя из набора 

 

M

 

” в формулировке определения
опускаем.

 

Определение 1.

 

1. Если точка 

 

A

 

 принадлежит 

 

M

 

, то точку 

 

A

 

 мож-
но построить.

2. Если точки 

 

A

 

 и 

 

B

 

 можно построить, то прямую

 

AB 

 

можно построить.
3. Если точки 

 

O

 

 и 

 

A

 

 можно построить, то мож-
но построить окружность с центром в точке 

 

O

 

 ра-
диуса 

 

OA

 

.
4. Если можно построить пересекающиеся пря-

мые 

 

l

 

 и 

 

m

 

, то можно построить их точку пересечения.
5. Если можно построить прямую 

 

l

 

 и окружность

 

O

 

, имеющие общие точки, то можно построить лю-
бую их общую точку.

6. Если можно построить окружности 

 

O

 

 и 

 

O'

 

,
имеющие общие точки, то можно построить любую
их общую точку.

7. Никакие другие точки нельзя построить.
Теперь решение задачи на построение сводится

к доказательству того, что за конечное число шагов
можно построить точки, некоторый набор которых
удовлетворяет требованию задачи.

Заметим, что при решении задач на построение
разрешается, кроме того, выбирать произвольные
точки на данных или построенных фигурах. На са-
мом деле, если число данных точек не меньше двух,
то выбор произвольной точки можно свести к ее по-
строению в соответствии с пунктами 1–6. Далее мы
всегда будем считать, что среди данных задачи со-
держатся по крайней мере две точки. Для алгебраи-
зации задачи на построение нам потребуется поня-
тие числового поля.

 

Определение 2.

 

 Совокупность 

 

P

 

 комплексных
чисел, содержащая 0 и 1, называется (

 

числовым

 

) 

 

по-
лем

 

, если результаты операций сложения, вычита-
ния, умножения и деления над числами из 

 

P

 

 не вы-
водят за пределы 

 

P

 

. Поскольку пересечение любого

набора полей снова является полем, то для любого
числового множества 

 

M

 

 существует наименьшее со-
держащее его поле. Пусть 

 

P

 

 – некоторое поле, 

 

α

 

 –
такое комплексное число, что 

 

α

 

2

 

 

 

∈

 

 

 

P

 

. Наименьшее
поле, содержащее 

 

P

 

, 

 

α

 

 и комплексно-сопряженное
число  называется 

 

простым пифагоровым расши-
рением поля P

 

 и обозначается 

 

P

 

(

 

α

 

). Пусть теперь 

 

P

 

 =
=

 

 P

 

1

 

 

 

⊂

 

 

 

P

 

2

 

 

 

⊂

 

 … 

 

⊂

 

 

 

P

 

n

 

 – цепочка полей, в которой каж-
дое поле начиная с 

 

P

 

2

 

 – простое пифагорово расши-
рение предыдущего. Тогда поле 

 

P

 

n

 

 называется 

 

пифа-
горовым расширением поля

 

 

 

P

 

, а его элементы –

 

пифагоровыми числами над P

 

. Пифагоровы числа над
полем 

 

Q

 

 будем называть просто 

 

пифагоровыми

 

. Мно-
жество всех пифагоровых чисел над 

 

P

 

, в свою оче-
редь, образует поле, которое мы обозначим 

 

Π

 

(

 

P

 

).

Сейчас с каждой задачей на построение мы свя-
жем некоторое поле, называемое полем этой задачи
[2]. Как сказано выше, мы считаем, что данные зада-
чи – это конечный набор 

 

M

 

 точек плоскости, содер-
жащий по крайней мере две точки 

 

O

 

 и 

 

E

 

. Построим
прямую 

 

l

 

, перпендикулярную 

 

OE

 

 и проходящую че-
рез точку 

 

O

 

, и отложим на 

 

l

 

 отрезок 

 

OI

 

, равный 

 

OE

 

.
Тем самым мы задаем прямоугольную декартову си-
стему координат с осью абсцисс 

 

OE

 

, осью ординат

 

OI

 

 и масштабным отрезком 

 

OE

 

. Эта система коорди-
нат задает структуру комплексной плоскости, в ко-
торой отрезок 

 

OE

 

 изображает число 1, а отрезок 

 

OI

 

 –
мнимую единицу 

 

i

 

. Теперь каждую точку множества

 

M

 

 можно рассматривать как комплексное число.

Обозначим через  множество всех чисел, ком-
плексно-сопряженных к числам из 

 

M

 

. Наименьшее
подполе поля комплексных чисел 

 

C

 

, содержащее

 и будем называть полем данной задачи (и

обозначать 

 

P

 

M

 

). Вспоминая теперь построение сум-

мы, разности и среднего пропорционального двух
отрезков, а также четвертого пропорционального к
трем отрезкам, приходим к следующей теореме, свя-
зывающей геометрическое понятие точки, которую
можно построить исходя из набора 

 

M

 

, и алгебраиче-
ское понятие пифагорова числа над полем 

 

P

 

M

 

.

 

Теорема 1.

 

 

 

Для того чтобы точку

 

 

 

A

 

 

 

можно было
построить

 

 

 

исходя из набора M

 

, 

 

необходимо и доста-
точно

 

, 

 

чтобы изображающее ее комплексное число
принадлежало некоторому пифагорову расширению
поля

 

 

 

P

 

M

 

.

Несложное, но достаточно громоздкое доказа-
тельство этой теоремы можно найти, например, в
[2]. Теперь ясно, что неразрешимость задачи на по-
строение с конечным набором данных точек 

 

M

 

можно выразить соотношением 

 

a

 

 

 

∉ Π

 

(

 

P

 

M

 

), где 

 

a

 

 –
комплексное число, изображающее некоторую точ-
ку, которую требуется построить.

В качестве примера рассмотрим вначале хорошо
известную задачу о трисекции угла.

 

Задача 1.

 

 Дан угол 

 

α

 

, требуется построить угол 

Пусть одна из сторон угла совпадает с положи-
тельной вещественной полуосью, тогда множество

α ,

M

M M,∪

1

3
---α .
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M

 

 можно считать состоящим из трех комплексных
чисел: 

 

M

 

 = {0, 1, 

 

z

 

}, где 

 

z

 

 лежит на второй стороне
угла и 

 

|

 

z

 

|

 

 = 1. Поле задачи 

 

P

 

M совпадает с полем
Q(i, z) – расширением поля Q с помощью чисел i и
z. Пусть z = cosα + isinα; если угол α /3 можно пост-
роить, то, очевидно, можно построить и точку, изо-
бражающую число cos(α /3). Из теорем сложения
для тригонометрических функций получаем соот-
ношение cos3ϕ = 4cos3ϕ − 3cosϕ, откуда следует, что
cos(α /3) удовлетворяет кубическому уравнению

4x3 − 3x − cosα = 0. (2)

В исследованиях уравнений вида (2) важную
роль играет следующая теорема Гаусса.

Теорема 2.  Пусть многочлен f(x) с коэффициен-
тами из поля P неприводим над этим полем (то есть
не разлагается в произведение многочленов ненулевой
степени с коэффициентами из поля P). Если f(x) име-
ет корень в поле Π(P), то степень многочлена f(x)
имеет вид 2k, k = 0, 1, …

Теперь нетрудно доказать, что задача о трисек-
ции угла, вообще говоря, неразрешима циркулем и
линейкой. Достаточно показать, что она неразре-

шима для угла α = 60°. В этом случае 

поэтому Π(PM) = Π(Q), а уравнение (2) приобретает

вид 8x3 − 6x − 1 = 0. Если задача о трисекции угла α =
= 60° разрешима, то это уравнение имеет решение
в поле Π(Q), поэтому по теореме Гаусса полином

f(x) = 8x3 − 6x − 1 приводим над полем рациональ-
ных чисел. Так как один из множителей в его разло-
жении f(x) = f1(x) f2(x) на полиномы f1(x) и f2(x) имеет

первую степень, то f(x) имеет рациональный корень
x = p/q, где p и q – взаимно простые целые числа, и
q > 0. Подставляя p/q в наше уравнение, получим

8p3 − 6pq2 = q3. Тем самым q3 делится на p, поэтому
p = ±1, и мы получаем

q3 ± 6q2 7 8 = 0. (3)

По теореме Виета q должно делить число 8. Легко
убедиться, что среди делителей восьмерки нет кор-
ней уравнения (3), и мы пришли к противоречию.

Невозможность трисекции угла в 60° вытекает
также из теоремы Гаусса о построении правильных
многоугольников [2].

Теорема 3.  Правильный n-угольник можно пост-
роить циркулем и линейкой тогда и только тогда,
когда разложение n на простые множители имеет вид

n = 2mp1p2…pl, где p1, p2, …, pl  – попарно различные

простые числа вида 

Если бы угол в 20° можно было построить цир-
кулем и линейкой, то теми же средствами можно
было бы построить правильный 18-угольник, что по
теореме Гаусса невозможно.

Рассмотрим теперь задачу Архимеда о сечении
шара, анализ которой можно провести теми же
средствами, что и задачи о трисекции угла.

PM = Q i 3,( ),

2
2

k

1.+

Задача 2. Построить плоскость, которая рассе-
кает данный шар на сегменты с данным отношени-
ем объемов m : n (m и n – натуральные числа).

Эта задача сводится к построению по отрезку,
равному радиусу данного шара, нового отрезка,
равного высоте искомого сегмента. Считая радиус
шара единицей и обозначая высоту искомого сег-
мента через x, приходим к уравнению

Полагая m/(m + n) = a, получаем уравнение

x3 − 3x2 + 4a = 0, (4)

в котором a – рациональное число, лежащее между
0 и 1. В рассматриваемом случае PM есть поле ра-

циональных чисел. Покажем, что, например, при

 задача 2 неразрешима циркулем и линейкой.

Действительно, слегка модифицируя рассуждения,
приведенные при анализе задачи 1, получаем, что
уравнение (4) не имеет пифагоровых корней. Тем
самым задача об отсечении от шара сегмента, объем
которого составляет треть объема шара, неразреши-
ма циркулем и линейкой. Важно отметить, что кро-
ме тривиального случая m : n = 1 рассматриваемая
задача имеет решения и в других случаях, причем,
очевидно, число таких случаев бесконечно.

Интересно, что аналогичная задача для круга не
имеет нетривиальных решений, однако исследова-
ние этой задачи требует уже другой техники [3].
Вначале напомним, что комплексное число a назы-
вается алгебраическим, если оно является корнем
ненулевого многочлена с рациональными коэффи-
циентами, и трансцендентным в противном случае.
Известно, что множество всех алгебраических чи-
сел образует поле, при этом очевидно, что каждое
пифагорово число алгебраическое. Справедлива
следующая теорема Линдемана [4].

Теорема 4.  Если a ­ 0 – алгебраическое число, то
число ea трансцендентное.

Задача 3. Построить прямую, которая рассекает
данный круг на сегменты с данным отношением
площадей m : n (m и n – натуральные числа).

Покажем, что эта задача неразрешима во всех
случаях, кроме тривиального m : n = 1. Пусть α –
угол, стягивающий дугу одного из требуемых сег-
ментов. Тогда

или

(m + n)α − 2πm = (m + n)sinα. (5)

Считая данную окружность единичной окружностью
комплексной плоскости, можно положить M = {0, 1},
поэтому PM = Q. Если рассматриваемая задача раз-
решима, то число sinα пифагорово, а потому алгеб-
раическое. Если, кроме того, m ­ n, то sinα ­ 0 и по

πx2
1 x 3⁄–( )

π 2 x–( )2
1

2 x–
3

-----------– 
 

-------------------------------------------------  = 
m
n
----.

a = 
1

4
---

α αsin–
2π α– αsin+
----------------------------------  = 

m
n
----
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теореме Линдемана число ei((m + n)α − 2πm) = ei(m + n)α

трансцендентное. Тем самым число eiα = cosα +
+ isinα тоже трансцендентное. Так как числа cosα и
sinα алгебраические или трансцендентные одно-
временно, то число sinα трансцендентно и мы при-
шли к противоречию. Таким образом, наша задача
разрешима циркулем и линейкой в единственном
случае m = n.

Будем называть плоскую фигуру конструктивно
квадрируемой, если с помощью циркуля и линейки
можно построить квадрат, площадь которого совпа-
дает с площадью данной фигуры. Аналогично плос-
кую линию будем считать конструктивно спрямля-
емой, если с помощью циркуля и линейки можно
построить отрезок, длина которого совпадает с дли-
ной данной линии.

Следующая теорема также является легким
следствием теоремы Линдемана.

Теорема 5.  С помощью циркуля и линейки нельзя
построить:

а) конструктивно квадрируемый сегмент круга,
б) конструктивно квадрируемый сектор круга,
в) конструктивно спрямляемую дугу окружности.
Приведем, например, доказательство для случая

дуги. Допустим противное, то есть допустим, что
конструктивно спрямляемая дуга построена с по-
мощью циркуля и линейки. Не умаляя общности,
можно считать, что эта дуга лежит на единичной ок-
ружности комплексной плоскости. Пусть α – угол,
стягивающий дугу, тогда α – пифагорово число. По
теореме Линдемана число eiα трансцендентное, по-
этому трансцендентно и число sin(α /2). Однако от-
резок длиной sin(α /2) можно построить циркулем и
линейкой вместе с дугой α, и мы пришли к противо-
речию.

На самом деле проведенное рассуждение пока-
зывает, что имеет место несколько более общее ут-
верждение.

Теорема 6.  Пусть на плоскости дана окруж-
ность единичного радиуса. Тогда с помощью циркуля и
линейки нельзя построить:

а) сегмент, площадь которого есть алгебраическое
число;

б) сектор, площадь которого есть алгебраическое
число;

в) дугу, длина которой есть алгебраическое число.
Рассмотренные только что результаты связаны с

одной теоремой Ньютона, внимание на которую
обратил В.И. Арнольд [5, 6]. Напомним, что плос-
кая кривая называется алгебраической, если в неко-
торой декартовой системе координат она задается
уравнением F(x, y) = 0, где F – многочлен с вещест-
венными коэффициентами. Замкнутую выпуклую
алгебраическую кривую будем называть овалом. Овал
называется алгебраически квадрируемым, если суще-
ствует такой многочлен Q, что площадь S, отсекае-
мая от овала прямой с уравнением ax + by + c = 0,
удовлетворяет уравнению Q(S; a, b, c) = 0. Теперь
приведем формулировку теоремы Ньютона.

Теорема 7.  Гладкий овал (то есть овал без осо-
бых точек) алгебраически неквадрируем.

Эту теорему интересно сравнить с теоремой 6.
Пусть рассматриваемый овал – единичная окруж-
ность с центром в начале координат. Из теоремы 6
вытекает, что если Q(u; x, y, z) – многочлен, коэф-
фициенты которого суть алгебраические числа, то
для любых рациональных (или даже пифагоровых)
чисел соотношение Q(S; a, b, c) = 0 возможно лишь
в случае, когда многочлен Q(u; a, b, c) тождественно
равен нулю. Теорема Ньютона обобщена на случай
алгебраических гиперповерхностей в четномерном
пространстве В.А. Васильевым (см. [6]). На нечет-
номерные пространства, как показывает решение
задачи Архимеда, теорема Ньютона не распростра-
няется. Однако аналог п. а) теоремы 6 справедлив и
в этом случае.

Рассмотренные в этом разделе утверждения о
неразрешимости тех или иных задач на построение
являются всего лишь легкими следствиями теоремы
Линдемана. Эта теорема показывает, что поле алгеб-
раических чисел слишком мало не только с точки
зрения анализа (оно не допускает предельных пере-
ходов в фундаментальных последовательностях, то
есть неполно как метрическое пространство), но и с
точки зрения элементарной геометрии (оно не до-
пускает числового выражения площадей и длин
конструктивных элементарных фигур). Тем самым
становится необходимым расширение поля алгеб-
раических чисел до поля комплексных чисел C. Для
решения некоторых вопросов современного естест-
вознания поле C может оказаться также недостаточ-
но широким (см., например, [7]).
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