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àÍÛÚÒÍ‡fl „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍ‡fl ‡Í‡‰ÂÏËfl

àÍÛÚÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ

 

Оптимальное управление – сравнительно моло-
дая область математики, в которой исследуются зада-
чи оптимизации динамических систем. Под динами-
ческими понимаются любые системы (физические,
биологические, экономические), состояние кото-
рых изменяется с течением времени и математичес-
ки описывается дифференциальными уравнениями.
Становление оптимального управления пришлось
на 50-е годы нынешнего века. Весомый вклад в
фундамент этой науки внесли Р. Беллман, М. Хес-
тенс, Р. Айзекс, но центральную роль сыграли ис-
следования академика Л.С. Понтрягина и его кол-
лег. Знаменитый принцип максимума Понтрягина,
сформулированный в 1956 году и распространенный
на широкий класс задач со сложными ограничения-
ми, оказался наиболее универсальным условием оп-
тимальности, удобным инструментом исследования
прикладных моделей оптимизации.

Цель статьи – познакомить читателя с некласси-
ческими задачами оптимального управления, в ко-
торых траектории динамической системы могут
быть разрывными, а управления содержат импуль-
сы – мгновенные воздействия на систему кумуля-
тивного (ударного) характера. Класс таких задач
интенсивно исследуется в последние годы. Дости-
жение нашей цели в некоторой степени облегчается
публикацией статьи [1], которая дает представление
о классических задачах оптимального управления и
их связи с задачами вариационного исчисления (см.
также доступную по уровню изложения книгу [2]).
Знакомство с указанной статьей желательно.

Немного об истории вопроса.

К. Вейерштрасс первым обратил внимание на
тот факт, что в классической задаче вариационного
исчисления

J x( ) = F t x t( ) ẋ t( ),,( ) td

0

T

∫ min,

x 0( ) = x0, x T( ) = xT

 

OPTIMIZATION
OF DYNAMIC SYSTEMS 
WITH DISCONTINUOUS 
TRAJECTORIES AND 
IMPULSIVE CONTROLS

 

V. A. DYKHTA

 

Elementary introduction
to the theory of optimal
impulsive control is given.
This theory is considered
to be an extension of the
classic dynamic optimiza-
tion problems with an
unbounded control set.
Main attention is given to
non-formal description of
pure impulsive controls of
the Dirak-type function,
which causes gaps in
phased trajectories.
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минимум на непрерывных, кусочно-гладких кри-
вых 

 

x

 

(

 

t

 

) может не достигаться, и тогда минимизиру-
ющие последовательности допустимых кривых
{

 

x

 

n

 

(

 

t

 

)} поточечно сходятся к разрывной функции. В
начале века Д. Гильберт в постановке одной из сво-
их знаменитых проблем высказал идею расширения
вариационных задач с целью гарантировать сущест-
вование искомого решения в более широком клас-
се функций, чем кусочно-гладкие. В 20-х годах
А.М. Размадзе построил теорию расширения вари-
ационных задач на разрывные функции.

Однако в вариационном исчислении разрывные
решения считались скорее досадной патологией,
чем ситуацией достаточно общего положения. При
отсутствии стимулирующих приложений, что объ-
ясняется главным образом недостаточной “прак-
тичностью” самой постановки вариационных за-
дач, развитие теории разрывных решений не пошло
дальше простейшей задачи. Не случайно задачи с
разрывными решениями оказались причисленны-
ми к разряду вырожденных.

С появлением оптимального управления ситуа-
ция резко изменилась. Сама модель, постановка за-
дачи оказалась удивительно приспособленной для
приложений. И вскоре выяснилось, что вырожден-
ные задачи оптимального управления, приводящие
к необходимости рассматривать разрывные траек-
тории, – это вовсе не экзотика. Например, в дина-
мических системах, линейных по управлению, с не-
ограниченным множеством 

 

U

 

 возможных значений
управляющих функций вырожденность оказалась
правилом, а не исключением. Многочисленные
приложения к динамике космических аппаратов,
экономике, экологии, квантовой электронике, ро-
бототехнике стимулировали интерес к проблемам
оптимизации систем с разрывными траекториями и
импульсными управлениями. В настоящее время
теория импульсного управления представляет собой
развивающийся раздел динамической оптимиза-
ции, в котором исследуются главным образом нели-
нейные задачи со сложными ограничениями [3–6].

 

äãÄëëàóÖëäÄü áÄÑÄóÄ 
éèíàåÄãúçéÉé ìèêÄÇãÖçàü

 

Следуя [1], напомним постановку классической
задачи.

Рассматривается динамическая система с на-
чальным условием

(1)

где 

 

t

 

 – независимая переменная (время), 

 

x

 

 = (

 

x

 

1

 

,

 

x

 

2

 

, …, 

 

x

 

n

 

) – фазовый вектор,  – произ-
водная фазовой траектории (вектор-функция с ком-
понентами ), 

 

u

 

 = (

 

u

 

1

 

, 

 

u

 

2

 

, …, 

 

u

 

m

 

) – вектор
управления, 

 

f

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

) = (

 

f

 

1

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

), 

 

f

 

2

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

), …
…, 

 

f

 

m

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

)) – заданная функция, 

 

t

 

0

 

 = 0 – началь-
ный момент времени, 

 

x

 

0

 

 – вектор начального состо-
яния системы.

ẋ = f t x u, ,( ), x 0( ) = x0,

ẋ = xd td⁄

ẋ1 ẋ2 … ẋn, , ,

 

Обычные допустимые управления – это вектор-
ные функции 

 

u

 

(

 

t

 

), определенные на некотором от-
резке [0, 

 

T

 

] и удовлетворяющие двум условиям:

а) 

 

u

 

(

 

t

 

) кусочно-непрерывна, то есть может иметь
на интервале (0, 

 

T

 

) лишь конечное число точек раз-
рыва, в которых существуют левый и правый пределы

(

 

θ

 

 – возможная точка разрыва управления);

б) управление 

 

u

 

(

 

t

 

) удовлетворяет поточечному
ограничению

 

u

 

(

 

t

 

) 

 

∈

 

 

 

U

 

, (2)

где 

 

U 

 

– известное множество допустимых значений
управления в 

 

R

 

m

 

 (например, при 

 

m

 

 = 1 ограничение
(2) может иметь вид 

 

|

 

u

 

(

 

t

 

)

 

|

 

 

 

#

 

 1, 

 

u

 

(

 

t

 

) 

 

$

 

 0). Отметим,
что множество 

 

U

 

 может быть как ограниченным,
так и неограниченным.

Каждому обычному управлению 

 

u

 

(

 

t

 

) соответст-
вует единственная кусочно-гладкая (и, следова-
тельно, непрерывная) траектория 

 

x

 

(

 

t

 

), которая на-
ходится из системы дифференциальных уравнений
(1) при 

 

u

 

 = 

 

u

 

(

 

t

 

) путем последовательного интегриро-
вания по интервалам непрерывности 

 

u

 

(

 

t

 

) и непре-
рывной стыковки значений траектории в точках
разрыва управления. При этом выбор значения уп-
равления в точках разрыва произволен, так как он
совершенно не влияет на траекторию, однако вы-
полнение условий 

 

u

 

(

 

θ±

 

) 

 

∈

 

 

 

U 

 

предполагается.

Для оценки качества управления вводится целе-
вой функционал

(3)

где функции 

 

F

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

) и 

 

G

 

(

 

x

 

) заданы. Иногда для
краткости подынтегральную функцию 

 

F

 

 называют
интегрантом, а функцию 

 

G

 

 – терминантом (от англ.
terminal – конечный; здесь имеется в виду, что в кри-
терии (3) 

 

G

 

 зависит от траектории в конечный мо-
мент времени). Обычно 

 

J

 

(

 

u

 

) характеризует затраты
на управление или прибыль, полученную от управ-
ления системой. Задача оптимального управления
состоит в поиске среди допустимых управлений на-
илучшего в смысле минимума критерия качества (3).

Помимо описанных ограничений более слож-
ные постановки задачи могут включать дополни-
тельные терминальные ограничения на траекторию
типа 

 

x

 

(

 

T

 

) = 

 

x

 

T

 

 (попадание в заданную точку), 

 

x(T) $
$ xT, или поточечные фазовые ограничения вида
x(t) $ 0 ∀ t. Заметим, что конечное время T может не
фиксироваться и выбираться из условия минимума J.

u θ−( ) = u t( )
t θ→
t  < θ

lim , u θ+( ) = u t( )
t θ→
t  > θ

lim

J u( ) = F t x t( ) u t( ), ,( ) t G x T( )( ),+d

0

T

∫
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Например, в задаче быстродействия – попадания из
точки в точку за минимально возможное время

äÄä ÇéáçàäÄûí áÄÑÄóà ë êÄáêõÇçõåà 
íêÄÖäíéêàüåà à àåèìãúëÄåà

Если в классической задаче оптимального уп-
равления множество управлений неограничено, то
нельзя ожидать, что задача оптимизации имеет ре-
шение в классе обычных управлений с непрерыв-
ными траекториями, и основное условие оптималь-
ности – принцип максимума в своей классической
форме оказывается неприменим – ведь он требует,
чтобы обычное оптимальное управление существо-
вало.

Первые прикладные задачи, имеющие столь не-
приятную особенность, возникли в ракетодинами-
ке. Пожалуй, наиболее ярким примером является
широко известная “оптимальщикам” задача Лоуде-
на о переводе космического корабля с одной орби-
ты на другую при минимальном расходе топлива.
Следующий пример в упрощенной форме модели-
рует особенности этой задачи.

Пример 1. Требуется минимизировать критерий
качества

(4)

при ограничениях

u(t) $ 0, x(0) = 0, x(t) = 1. (5)

Здесь u интерпретируется как скорость сжигания
топлива, за счет которого создается сила тяги, а x –
положение движущейся материальной точки. Зада-
ча состоит в переводе системы из точки в точку с
минимумом расхода топлива. Заметим, что сущест-
вуют ракетные двигатели, способные расходовать
топливо с очень высокой скоростью, развивая гро-
мадную тягу в течение коротких отрезков времени.
Поэтому допущение о неограниченности управле-
ния сверху реалистично.

Покажем, что в этой задаче обычного оптималь-
ного управления не существует. Для этого преобра-
зуем критерий (4), используя дифференциальное
уравнение и граничные условия из (5):

Ясно, что задача минимизации J(u) равносильна
максимизации критерия

J u( ) = t = T.d

0

T

∫

J u( ) = u t( ) td

0

1

∫

ẋ = x u,+

J u( ) = ẋ t( ) x t( )–( ) t = 1 x t( ) t.d

0

1

∫–d

0

1

∫

Таким образом, дело сводится к поиску допустимой
траектории, график которой ограничивает макси-
мальную площадь над осью t.

Рассмотрим траекторию  которая исходит

из конечной точки  с управлением

 Тогда , так что  не яв-

ляется допустимой траекторией. Однако пара 

задает границы возможного: для нее расход топлива

идеален  а ограничиваемая траекторией

 площадь

как нетрудно сообразить, является верхней оценкой
J1:  для любого допустимого управле-
ния u(t).

Убедимся, что к этой оценке можно приблизить-
ся сколь угодно близко. Для этого построим следу-
ющую последовательность допустимых управлений
и траекторий (рис. 1):

(6)

Нетрудно подсчитать, что при n  ∞

(7)

Отсюда следует, что оптимального управления не су-
ществует: мы не можем получить значение критерия

J1 u( ) = x t( ) t.d

0

1

∫

x t( ),

T x T( ),( ) = 1 1,( )
u = 0. x t( ) = et 1– x 0( ) = e 1–, x

x u,( )

J u( ) = 0( ),

x

J1 u( ) = 1 e 1–– ,

J1 u( ) < J u( )

un t( ) = 

n
e
---e

1

n
---

1 n–( ), t 0
1

n
---

 ,,∈

0, t
1

n
--- 1, ,∈

xn t( ) = 

n
e
---e

1

n
---

1 t–( ), t 0
1

n
---

 ,,∈

et 1–
, t

1

n
--- 1, .∈

J un( ) = 
1

2
---e

1 n–
n

-----------

2
1

n
---+ 

  e 1–
,

J1 un( ) = 1 J un( ) 1– e 1––  = J1 u( ).

x

e−1

et − 1

xn(t)

1

1 t

x t( )

1
n
---

Рис. 1
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J1 = 1 − e−1, так как оно достигается только на недо-
пустимой траектории , и в то же время это число
является точной верхней гранью J1(u) в силу (7) (за-
метим, что идеал  не совпал с точной ниж-
ней гранью J(u) – последняя равна e−1).

Минимизирующая для J(u) последовательность
обычных управлений {un} неограничена по ампли-
туде вблизи точки t = 0, но интегралы от un сходятся
(см. (7)). Интуиция должна подсказать читателю,
что un – это некоторая аппроксимация импульсного
воздействия в момент t = 0. В то же время последо-
вательность траекторий {xn} поточечно сходится к
разрывной функции

для которой критерий J1 в точности равен 1 − e−1.
Поскольку функция x* хорошо аппроксимируется
допустимыми траекториями, то ее естественно на-
звать обобщенной оптимальной траекторией в дан-
ной задаче. Предельная картина (при n  ∞) ока-
зывается такой: в начальный момент t = 0 мгновенно
сжигается 1/e единиц топлива и точка скачком пере-
брасывается на “магистраль”  по которой
движется в пассивном режиме до конечной точки.

Теория импульсного управления как раз занима-
ется проблемами корректного математического
описания и оптимизации обобщенных управляе-
мых процессов, подобных описанному выше. В
данной статье мы ограничимся только проблемой
описания импульсных управлений и соответствую-
щих разрывных траекторий.

ÑÖãúíÄ-îìçäñàü 
à àåèìãúëçõÖ ìèêÄÇãÖçàü

Первым шагом в расширении классической за-
дачи является введение чисто импульсных управ-
лений – так называемой дельта-функции Дирака
(δ-функции). Она названа так в честь знаменитого
физика, который впервые использовал эту необыч-
ную функцию в период становления квантовой ме-
ханики и теории столкновений. Строгое определе-
ние δ-функции можно дать лишь в рамках теории
меры и обобщенных функций, но мы избежим
прямого обращения к этой сложной теории. Огра-
ничимся предостережением: в действительности
δ-функция не является функцией в обычном смыс-
ле и лишь поэтому она может вызывать разрыв тра-
ектории динамической системы.

Для простоты будем считать далее, что управле-
ние скалярно (то есть m = 1). Подчеркнем, что это
предположение носит не технический характер.

Условимся трактовать обозначение δ(t − θ) как
символ ударного воздействия на динамическую си-
стему в момент θ, которое порождает мгновенный
скачок траектории согласно условию скачка, кото-
рое будет описано ниже. По традиции будем назы-

x

J u( ) = 0

x
*

t( ) = 
1, t = 0,–

et 1–
, t 0 1, ],(∈

x t( ) = et 1–
,

вать δ(t − θ) δ-функцией, сосредоточенной в точке
θ, или же единичным импульсом в момент θ.

Чтобы лучше представить природу δ-функции,
естественно понимать импульс δ(t − θ) как идеали-
зацию достаточно большого по величине обычного
управления, сосредоточенного (отличного от 0) в
малой окрестности точки θ. Элементарным приме-
ром является обычное управление

где ε > 0 – малый параметр. График uε(t) представля-
ет собой “ступеньку” высоты 1/ε, ограничивающую
с осью t единичную площадь (рис. 2). Этим и объяс-
няется термин “ единичный импульс”.

При ε  0 отрезки [θ, θ + ε] стягиваются к точ-
ке θ, высота “ступенек” неограниченно возрастает,
а получающееся предельное управление можно изо-
бразить лишь схематично в виде устремленной
вверх “иглы”. Прикладники часто рассматривают
ее как геометрический образ δ-функции. Конечно,
вместо отрезка [θ, θ + ε] можно взять отрезок [θ − ε, θ]

или  – все равно будет получена неко-

торая δ-образная последовательность обычных уп-
равлений, аппроксимирующая δ(t − θ). Понятно,
как построить аппроксимацию для управления cδ(t −
− θ) – δ-функции с “весом” с, где с – любое число.

Для приложений вполне достаточно импульс-
ных управлений вида

(8)

где u(t) – обычное управление, 0 # θ0 < θ1 < … < θk #
# T – моменты приложения импульсов, ci – их вели-
чины. Число импульсов, моменты их приложения и
“веса” зависят от выбора управления и в задачах
оптимизации являются управляющими параметра-
ми. Ясно, что обычные управления являются част-
ным случаем импульсных. Поскольку переход к

uε t( ) = 

1

ε
--, t θ θ ε+,[ ] ,∈

0, t θ θ ε+,[ ] ,∉

θ ε
2
---– θ ε

2
---+,

υ  = u t( ) ciδ t θi–( ),

i 0=

k

∑+

θ θ + ε

1
ε
---

u

t

Рис. 2
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импульсным управлениям мы рассматриваем как
естественное расширение класса обычных управле-
ний в случае, когда множество U неограничено, то
типовыми являются две ситуации: U = R и U = R+,
где R+ означает множество неотрицательных дейст-
вительных чисел. Составляющие u(t), ci импульсно-
го управления (8) наследуют эти ограничения в ито-
ге расширения.

éèàëÄçàÖ ëíêìäíìêõ 
êÄáêõÇçõï íêÄÖäíéêàâ

Опишем, как находить траектории динамичес-
ких систем при импульсных управлениях вида (8).
Изложение удобно разбить на пункты.

1. Введем множество D вектор-функций x(t), ко-
торые удовлетворяют на отрезке [0, T] следующим
условиям:

a) x(t) имеет на [0, T] не более конечного числа
точек разрыва 1-го рода, причем разрывы в точках
t = 0, T не исключаются;

б) на интервалах между точками разрыва x(t) не-
прерывна и кусочно дифференцируема (то есть
имеет свойства обычной траектории);

в) x(t) непрерывна справа на (0, T], то есть x(θ) =
= x(θ+) в каждой точке разрыва θ ∈  (0, T]; при θ = T
мы полагаем x(T) = x(T+), а при θ = 0 x(0) = x(0−),
имея в виду непрерывные продолжения x(t) вправо
от t = T и влево от t = 0.

Заметим, что условие в) – это удобное соглаше-
ние.

Bce разрывные траектории будут функциями из D.

2. Пусть задана обычная управляемая система

(9)

линейная по управлению с гладкими вектор-функ-
циями f, g. Опишем обобщенную траекторию систе-
мы (9), которая соответствует импульсному управле-
нию υ. Подчеркнем, что предположение линейности
по управлению существенно для описываемого рас-
ширения: во-первых, общий нелинейный случай
еще недостаточно изучен; во-вторых, как это ни
странно, в нелинейных системах гораздо реже
встречаются особенности, которые приводят к не-
обходимости вводить разрывные траектории.

Свяжем с системой (9) вспомогательную систе-
му дифференциальных уравнений в момент θi :

(10)

Систему (10) назовем предельной для системы
(9) в момент приложения импульса θi .

Будем говорить, что функция x ∈  D удовлетворя-
ет в момент θi условию допустимости скачка, если
выполняется равенство

x(θi) = zi(1). (11)

ẋ = f t x,( ) g t x,( )u, x 0( ) = x0,+

zid
τd

------  = g θi zi,( )ci, zi 0( ) = x θi−( ).

Иначе говоря, разрыв функции x(t) в момент θ допу-
стим, если ее левый и правый пределы можно со-
единить траекторией предельной системы, которая
зависит от управляющего параметра ci .

3. Функцию x ∈  D назовем обобщенной траекто-
рией системы (9), соответствующей импульсному
управлению υ вида (8), если в каждый момент им-
пульса x(t) удовлетворяет условию допустимости
скачка, а на интервалах между импульсами – обыч-
ной дифференциальной системе

Таким образом, x(t) находится по υ последова-
тельным интегрированием исходной системы на
интервалах (θ, θi + 1) с применением условия скачка
(10), (11) в моменты действия импульсов.

Пример 2. Пусть g = g(t), то есть g не зависит от x.
Тогда zi(τ) = g(θi)ciτ + x(θ−) и скачок обобщенной
траектории находится элементарно:

x(θi+) − x(θi−) = g(θi)ci.

Пример 3. Рассмотрим уравнение динамики ли-
митированной биологической популяции, моди-
фицированное с учетом возможности ее добычи:

где x – численность популяции, a, b, d > 0 – коэф-
фициенты, управление u имеет смысл темпа затрат
на добычу, эффективность которых падает с умень-
шением численности популяции.

При полуограниченном управлении разумные
задачи оптимизации в этой модели имеют решение
только в классе импульсных управлений. Пусть θ –
произвольный момент импульса. Предельная сис-
тема (10) имеет решение z(τ) = x(θ−)e−cdτ, условие
(11) принимает вид x(θ+) = x(θ−)e−cd. Из него следу-
ет, что даже при импульсном управлении популя-
ция не может быть полностью уничтожена.

Пример 4 представляет собой модель поляриза-
ции возбуждения двухуровнего атома из квантовой
электроники:

Введение импульсных управлений в этой модели
диктуется ее физическим содержанием, поскольку
управление u $ 0 имеет смысл интенсивности ла-
зерного излучения.

Предельная система для любого момента θ здесь
такова:

где  Фактически она сводится к реше-

нию дифференциального уравнения 2-го порядка

ẋ t( ) = f t x t( ),( ) g t x t( ),( )u t( ).+

ẋ = ax bx2– dxu, x 0( ) = x0, u t( ) $ 0,–

ẋ1 = ax1– x2u, x1 0( ) = 0,+

ẋ2 = b x2 1–( )– x1u, x2 0( ) = 1.+

z1'  = z2c, z1 0( ) = x1 θ−( ),

z2'  = z1c, z2 0( ) = x2 θ−( ),

z j'  = zjd τ .d⁄



ÑõïíÄ Ç.Ä. éèíàåàáÄñàü ÑàçÄåàóÖëäàï ëàëíÖå ë êÄáêõÇçõåà íêÄÖäíéêàüåà à àåèìãúëçõåà ìèêÄÇãÖçàüåà 115

 Траектория предель-

ной системы показывает, в частности, что из на-

чальной точки (x1, x2) = (0, 1) невозможно мгновенно

попасть в точку (x1(θ+), x2(θ−)) = (0, 0). Это замеча-

ние окажется полезным, если анализировать задачи

оптимизации в данной модели.

В заключение отметим, что в случае скалярного

управления обобщенные траектории устойчивы в

том смысле, что при любой аппроксимации им-

пульсного управления обычными соответствующие

последовательности непрерывных траекторий сис-

темы сходятся к одной и той же разрывной траекто-

рии. В случае векторного управления положение

иное: наблюдается феномен зависимости предель-

ной разрывной траектории от способа аппроксима-

ции импульсного управления. Однако, если матри-

ца g не зависит от x или в более общем случае

удовлетворяет специальному условию полной инте-

грируемости Фробениуса [4–6], обобщенные тра-

ектории устойчивы и находятся по описанной схеме

с формальной заменой чисел ci на векторы из Rm.

В другой статье автора будет рассмотрено необхо-

димое условие оптимальности импульсных управле-

ний – аналог классического принципа максимума.

z1" c2
z1 = 0 z1' 0( ) = x2 θ−( )( ).+ ãàíÖêÄíìêÄ
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