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ОСОБЕННОСТИ ПОВЕДЕНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
В ОКРЕСТНОСТИ ОПАСНЫХ 
БИФУРКАЦИОННЫХ ГРАНИЦ

 

å. à. îÖâÉàç

 

ÇÓÎÊÒÍ‡fl „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ‡Í‡‰ÂÏËfl ‚Ó‰ÌÓ„Ó Ú‡ÌÒÔÓÚ‡, 
çËÊÌËÈ çÓ‚„ÓÓ‰

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

Интерес к исследованию рассматриваемых в
статье особенностей динамических систем был ин-
дуцирован прикладной проблемой выяснения при-
чин необычного поведения некоторых систем в
процессе управления. Рабочие режимы движения
системы обычно удовлетворяют традиционному
требованию устойчивости. Вместе с тем известны
случаи, когда в целях обеспечения более важных ди-
намических характеристик (например, повышен-
ной маневренности судна или самолета) допускают
неустойчивость основного стационарного режима
движения, стабилизируемого соответствующим воз-
действием управляющего органа.

Было обнаружено, что неустойчивость в интер-
вале сравнительно небольших управляющих воз-
действий порождает новые нелинейные эффекты
даже при достаточно больших управлениях. Эти эф-
фекты включают понижение управляемости в опре-
деленной области фазового пространства (эффект
фазового пятна) и начальную неуправляемость,
когда непосредственно после приложения управля-
ющего воздействия нужного знака реакция дина-
мической системы в течение конечного интервала
времени противоположна ожидаемой.

Попытка найти простое объяснение такому нео-
бычному поведению привела к общей задаче иссле-
дования динамических процессов в окрестности
опасных границ устойчивости. Получение общей ка-
чественной картины возникновения особенностей
позволило иначе интерпретировать, а иногда и впер-
вые объяснить известные случаи странного поведе-
ния некоторых конкретных динамических систем.
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Будем рассматривать поведение динамических
систем, изменение состояний которых во времени
описывается дифференциальными уравнениями.
Для понимания основных закономерностей излага-
емых особенностей достаточно ограничиться слу-
чаем уравнений второго порядка
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To understand already
known cases of unusual
behavior of dynamic sys-
tems and to predict the
unknown peculiarities of
these systems, simple
examples of the effects of
both a bifurcation memory
in passing over and
enhanced sensitivity in
approaching the dange-
rous boundary of stability
are considered.
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(1)

где 

 

x

 

 и 

 

y

 

 – переменные, характеризующие состоя-
ние системы; 

 

λ

 

 и 

 

µ

 

 – постоянные параметры систе-
мы, которые могут перенастраиваться; 

 

P

 

 и 

 

Q

 

 – глад-
кие функции указанных аргументов.

Так, если предстоит исследовать поведение
обычного колебательного контура, состоящего из
последовательно соединенных конденсатора и ка-
тушки, то состояние контура в каждый момент вре-
мени будет определяться величиной заряда конден-
сатора и тока в контуре. Изменяемыми параметрами
могут быть емкость конденсатора и индуктивность.

Пусть для некоторых значений параметров вы-
брано начальное состояние 

 

x

 

0

 

, 

 

y

 

0

 

. Тогда уравнения
(1) определяют единственное решение

(2)

а также траекторию в трехмерном пространстве 

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

t

 

.

Чтобы иметь достаточно полное представление
о возможном поведении системы при фиксирован-
ных значениях параметров, следует рассмотреть
множество траекторий при различных начальных
условиях. Однако для получения качественной кар-
тины обычно ограничиваются исследованием про-
екции траектории (2) на фазовую плоскость 

 

x

 

, 

 

y

 

. Та-
кие проекции называют фазовыми траекториями.

Подчеркнем, что переход от рассмотрения трех-
мерного пространства к рассмотрению фазовой
плоскости лишает нас точного анализа зависимости
решения от времени (переходного процесса). Ин-
формация, сохраняемая на фазовой плоскости, –
это лишь направление движения. Поэтому фазовые
траектории, получаемые из уравнений (2) формаль-
ным исключением 

 

t

 

, дополняются стрелкой. (Если
не ограничиваться качественным анализом, то на
фазовой плоскости системы (1) дополнительно вво-
дят в рассмотрение точечное отображение 

 

M

 

* =
= 

 

T

 

(

 

t

 

1

 

, 

 

t

 

2

 

)

 

M

 

 состояния системы 

 

M

 

 в момент 

 

t

 

1

 

 в ее со-
стояние 

 

M

 

* в момент 

 

t

 

2

 

.)

Семейство фазовых траекторий при заданных
значениях параметров образует фазовый портрет
системы, дающий полное качественное представле-
ние о возможном ее поведении. Заметим, что фазо-
вые траектории нетрудно наблюдать на дисплее
компьютера в циклическом режиме построения ре-
шений дифференциальных уравнений (1) для мно-
жества значений 

 

x

 

0

 

, 

 

y

 

0

 

, перебираемых с некоторым
шагом. Но это будет слепой машинный перебор,
ибо нет гарантии того, что наиболее интересные ре-
шения не окажутся пропущенными при выбранном
шаге перебора.

xd
td

-----  = P x y λ µ, , ,( ),

yd
td

-----  = Q x y λ µ, , ,( ),

x t( ) = f t x0 y0 λ µ, , , ,( ),

y t( ) = g t x0 y0 λ µ, , , ,( ),

 

В динамических системах (1) качественная кар-
тина фазового портрета определяется состояниями
равновесия (особыми точками) и особыми траек-
ториями [1, 2]. В зависимости от расположения фа-
зовых траекторий в окрестности особых точек раз-
личают следующие их типы: устойчивые или
неустойчивые узлы и фокусы, а также всегда неус-
тойчивые седла. Уравнения особых точек получают
из (1), если полагать производные равными нулю:

 

P

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

λ

 

, 

 

µ

 

) = 0,

 

Q

 

(

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

λ

 

, 

 

µ

 

) = 0.

К особым траекториям относятся устойчивые и
неустойчивые предельные циклы, представляющие
замкнутые траектории. Для их отыскания вводят в
рассмотрение одномерные отображения некоторых
отрезков в самих себя и находят неподвижные точ-
ки таких отображений.

Особые точки и циклы представляют стацио-
нарные решения. Это означает, что если начальные
условия совпадают с особой точкой или расположе-
ны на предельном цикле, то система (теоретически)
будет сколь угодно долго там оставаться. Практиче-
ски же так будет лишь в случае устойчивости, когда
при начальных условиях из малой окрестности ре-
шений система возвращается к исходному стацио-
нарному режиму. Поэтому фазовый портрет дает
наглядное представление о возможных устойчивых
стационарных решениях, а также областях их при-
тяжения, если таких решений несколько.

 

èÄêÄåÖíêàóÖëäàâ èéêíêÖí ëàëíÖåõ. 
éèÄëçõÖ à ÅÖáéèÄëçõÖ 
ÉêÄçàñõ ìëíéâóàÇéëíà

 

Обычно параметры реальной системы не оста-
ются постоянными длительное время как по чисто
эксплуатационным причинам в стационарных ре-
жимах работы (например, уменьшение массы топ-
лива и изменение скорости в транспортном аппара-
те), так и в связи с необходимостью управления
системой (подстройка частоты генератора, откло-
нение рулей у судов и самолетов). В связи с этим
весьма актуальна задача изучения характера изме-
нения фазовых портретов системы в зависимости от
ее параметров или деформации системы. В процес-
се деформации могут возникнуть бифуркационные
ситуации, при которых качественно меняется фазо-
вый портрет.

Для рассматриваемых систем возможны следую-
щие бифуркации: слияние с исчезновением пары из
устойчивой и неустойчивой особых точек, слияние
устойчивого и неустойчивого циклов. Возможна
бифуркация слияния цикла с особой точкой типа
фокус. Наконец, это может быть рождение цикла
через бифуркацию гомоклинической траектории
седло-узла. Если параметр изменяется в противопо-
ложном направлении, то имеет место обратная кар-
тина – рождение указанных пар стационарных
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решений. Перечисленные случаи читателям журна-
ла знакомы из статьи В.Н. Белых [1].

Конечной целью качественного исследования
является получение параметрического портрета си-
стемы (1) или разбиение плоскости параметров 

 

λ

 

, 

 

µ

 

на области различного поведения, соответствующие
топологически различным фазовым портретам.

Если штатному режиму работы динамической
системы соответствует устойчивое стационарное
решение, то важное значение приобретает анализ
поведения системы в случаях нарушения устойчи-
вости этого решения при возможных изменениях
параметров. В 1949 году Н.Н. Баутин разработал ме-
тод, позволяющий различать безопасные и опасные
границы области устойчивости. В первом случае до-
статочно малые нарушения приводят к малым от-
клонениям нового режима движения от режима,
потерявшего устойчивость. Малейшее же наруше-
ние опасной границы приводит к неконтролируе-
мому нарастанию отклонений режима от исходно-
го. По выражению А.А. Андронова, указанная
работа представляла значительный шаг в трудном и
важном вопросе исследования устойчивости нели-
нейных систем.

Так, например, безопасной будет бифуркация,
при которой фокус, теряя устойчивость, порождает
устойчивый предельный цикл. Здесь потеря устой-
чивости означает, что фазовые траектории, пред-
ставлявшие скручивающиеся спирали, становятся
раскручивающимися спиралями. А безопасность
бифуркации заключается в том, что раскручиваю-
щиеся из особой точки траектории наматываются
на предельный цикл, родившийся из этой точки.
Чем меньше изменяемый параметр отличается от
бифуркационного значения, тем меньше будет амп-
литуда возникших автоколебаний (мягкое возбуж-
дение колебаний).

В качестве другого примера можно привести бе-
зопасную бифуркацию удвоения периода колеба-
ний, при которой цикл, ставший неустойчивым,
порождает двухоборотный цикл. Чем меньше пара-
метр отличается от бифуркационного значения, тем
меньше расщепление. В обоих примерах при смене
направления изменяющегося параметра имеет мес-
то безгистерезисная картина обратного бифуркаци-
онного перехода.

 

èéÇÖÑÖçàÖ ëàëíÖåõ
áÄ éèÄëçéâ ÉêÄçàñÖâ.
ùîîÖäí ÅàîìêäÄñàéççéâ èÄåüíà

 

Перейдем к изложению обнаруженных в по-
следние годы особенностей поведения систем в ок-
рестности опасных бифуркационных границ. Нач-
нем с рассмотрения примера.

 

Пример 1.

 

 

 

Опасная бифуркация седло-узел со
скачком в режим автоколебаний. Воспользуемся
уже знакомой читателям журнала из статьи [1] сис-
темой в полярных координатах

(3)

дополнив ее еще одним параметром 

 

µ

 

, полагая сна-
чала 

 

µ

 

 = 1. Здесь 

 

ρ

 

 > 0 – так называемый полярный
радиус, равный расстоянию точки до начала коор-
динат, а 

 

ϕ

 

 – угол между осью абсцисс и этим радиу-
сом, отсчитываемый против часовой стрелки.

Если 

 

λ

 

 < 1, то существуют два стационарных ре-
шения на окружности 

 

ρ

 

 = 1 – устойчивый узел 

 

M

 

1

 

(

 

ρ

 

1

 

 = 1, 

 

ϕ

 

1

 

 = arcsin

 

λ

 

) и седло 

 

M

 

2

 

 (

 

ρ

 

2

 

 = 1, 

 

ϕ

 

2

 

 = 

 

π −
− 

 

arcsin

 

λ

 

). При переходе параметра через бифурка-
ционное значение 

 

λ

 

 = 1 особые точки сливаются и
умирают, порождая устойчивые автоколебания. Фа-
зовая траектория соответствующего им предельно-
го цикла представляет окружность 

 

ρ

 

(

 

t

 

) 

 

≡

 

 1. Эта би-
фуркация опасная, ибо из особой точки 

 

M

 

1

 

 = 

 

M

 

2

 

происходит скачок в режим автоколебаний с доста-
точно большой амплитудой (жесткое возбуждение
колебаний).

Для подчеркивания особенностей автоколеба-
ний в системе (3) при значении параметра 

 

λ

 

, не-
сколько превышающем бифуркационное значение,
рассмотрим также эту систему при значении друго-
го параметра 

 

µ

 

 = 0. Важно подчеркнуть, что в случае

 

µ

 

 = 0 никаких бифуркаций при 

 

λ

 

 = 1 не происходит.
Качественная картина поведения фазовых траекто-
рий для обоих случаев совпадает (рис. 1, 

 

a

 

). Поэто-
му исходя из фазового портрета трудно представить
различие в характере непосредственно колебатель-
ных процессов – зависимости исходных переменных
от времени. При переходе от полярных координат к
декартовым 

 

x

 

(

 

t

 

) = 

 

ρ

 

(

 

t

 

)sin

 

ϕ

 

(

 

t

 

), 

 

y

 

(

 

t

 

) = 

 

ρ

 

(

 

t

 

)cos

 

ϕ

 

(

 

t

 

). Это
проекции на оси абсцис и ординат вращающейся по
окружности фазовой точки. В левой части рис. 1, 

 

б

 

, 

 

в

 

приведены зависимости 

 

y

 

(

 

t

 

) для 

 

µ

 

 = 0 и 

 

µ

 

 = 1. Их су-
щественное различие очевидно. Примерно в двад-
цать раз (!) различаются и периоды колебаний.

Столь разное поведение систем с очень близки-
ми фазовыми портретами объясняется потерей час-
ти информации при переходе от рассмотрения тра-
екторий в трехмерном пространстве 

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

t

 

 к
рассмотрению их проекций на фазовой плоскости

 

x

 

, 

 

y

 

. Очевидно, что при анализе 

 

стационарных реше-
ний

 

, устанавливающихся при 

 

t

 

  ∞, такой подход
дает огромный выигрыш. Успехи качественной тео-
рии и теории бифуркаций это блестяще доказали.

Вместе с тем во многих прикладных задачах важ-
нейшее значение имеет именно характер протекания
переходных процессов, и особенно при пересечении
параметром опасной бифуркационной границы. В
этом смысле установившиеся термины “срыв” или
“скачок” обусловлены влиянием характера научно-
го мышления в рамках стационарных решений.
Действительно, система, находясь в устойчивом
стационарном режиме, будет там оставаться сколь

ρd
td

------  = ρ 1 ρ–( ),

ϕd
td

------  = λ µ ϕ , λ  > 0,sin–
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угодно долго (t  ∞) при неизменном добифур-
кационном значении параметра. При постбифурка-
ционном значении параметра после переходного
процесса система снова неограниченно долго (t 

 ∞) будет находиться в новом стационарном ре-
жиме. Естественно поэтому назвать скачком пере-
ход от одного бесконечно долгого существования к
другому.

Оказалось, однако, что существенные динами-
ческие особенности системы сохраняются за опас-
ной границей. При этом новые и весьма важные в
прикладном плане эффекты бифуркационной па-
мяти не просматриваются непосредственно на фа-
зовой плоскости. Они обнаруживаются при анализе
скорости движений.

Получить дополнительную информацию о дви-
жении системы можно, если на фазовых траектори-
ях вместе с положением точки как-то отражать и ее
скорость V в направлении нового стационарного
решения. Можно менять ширину или толщину кри-
вой: чем больше скорость, тем тоньше участки изо-
бражаемой траектории. Можно ввести точечное
отображение M* = T(t1, t2)M, t2 − t1 = const, и выде-
лять на траектории точки получаемой последова-
тельности: чем меньше скорость, тем ближе они бу-
дут расположены.

На рис. 1, б, в справа от осциллограмм изображе-
ны предельные циклы с переменной шириной фазо-
вых траекторий, которая зависит от значения угло-

вой скорости dϕ/dt. В случае µ = 0 цикл практически
не отличается от изображенного в верхней части ри-
сунка. В случае же µ = 1 отличие весьма существен-
но. Появившееся фазовое пятно говорит о том, что
этот участок цикла фазовая точка проходит со зна-
чительным торможением.

Заметим, что при анализе конкретных систем
фазовые траектории с переменной яркостью могут
быть получены при наблюдении их на обычном ос-
циллографе. Например, на фотографии предельно-
го цикла мультивибратора, приведенной в книге [2,
рис. 597], можно легко различить быстрые, полубы-
стрые и медленные движения.

На рис. 2 дополнительная информация о скоро-
сти фазовой точки на цикле для случая µ = 1 полу-
чена из рассмотрения точечной последовательнос-
ти преобразования M* = T(t1, t2)M, t2 − t1 = 0,25. Из
рисунка видно, как уменьшается по мере удаления
параметра λ от бифуркационного значения затормо-
женность движения на верхнем участке траектории.

Заметим, что любознательные школьники при
получении фазового портрета на дисплее компью-
тера могут в зависимости от скорости изменять цвет
траектории.

êéÜÑÖçàÖ à ìåàêÄçàÖ îÄáéÇéÉé èüíçÄ

Таким образом, система демонстрирует удиви-
тельное свойство бифуркационной памяти, замед-
ляя движение при прохождения участка, на котором
умерла особая точка седло-узел. Существование об-
ласти заторможенного движения (эффект фазового
пятна [3]) имеет место и при других опасных бифур-
кациях. После установления этого факта отпадает
необходимость в усложнении традиционной проце-
дуры получения соответствующих фазовых портре-
тов. Просто возникла самостоятельная задача –
разработка метода определения местоположения и
расчета границ фазового пятна, а также расчета по-
казателя заторможенности движения от параметра.
Оказалось, что в одних динамических системах фа-
зовые пятна исчезают, а в других сохраняются. Но
во всех случаях показатель заторможенности дви-
жения уменьшается.

y

x

µ = 0
y

x

µ = 1

y

x

µ = 0y

t

y

x

µ = 1y

20t
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Рис. 1. Изображение процесса колебаний пре-
дельным циклом на плоскости x, y и зависимостью
y(t). Заторможенность движения отражена утол-
щением участка фазовой траектории цикла (в)

λ = 1,1 λ = 1,6 λ = 2,5

Рис. 2. Эволюцию с ростом λ участка затормо-
женного движения можно наблюдать, если фазо-
вую траекторию изображать точками через фик-
сированный интервал времени
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На фазовой плоскости проявление эффекта би-
фуркационной памяти наиболее наглядно можно
изобразить нанесением фазового пятна. Это и будет
продемонстрировано в следующих примерах.

Пример 2. Опасная бифуркация седло-узел со
срывом в устойчивый узел. Система

(4)

имеет стационарные режимы движения – особые
точки Mi, получаемые из решения системы алгебра-
ических уравнений, если полагать производные
равными нулю. Причем во всех случаях yi = 0. Если
µ > 0, особых точек три:

Согласно (4), координата y(t) и ее производная
имеют разные знаки. Поэтому y(t) > 0 – убывающая
функция, а y(t) < 0 – возрастающая. Иными слова-
ми, фазовые траектории приближаются к оси абс-
цисс. Что касается координаты x(t), то при x > 1 она
убывает (производная отрицательна). Так как в осо-
бых точках производная равна нулю, то каждая вер-
тикаль x = xi является границей смены возрастания
x(t) на убывание или наоборот. Таким образом, если
µ > 0, то точки M1 и M3 – устойчивые узлы, а средняя
точка M2 – седло (рис. 3, а).

При µ = 0 происходит слияние узловой M1 и сед-
ловой M2 точек (рис. 3, б). После исчезновения сед-
ло-узловой точки остается единственный устойчи-
вый узел M3.

xd
td

-----  = x2 µ–( ) 1 x–( ),

yd
td

-----  = 0 5y, µ < 1,–

M1 x1 = µ– y1 = 0,( ), M2 x2 = µ y2 = 0,( ),

M3 x3 = 1 y3 = 0,( ).

На фазовом портрете при µ < 0, отражающем эф-
фект бифуркационной памяти, следует изобразить
фазовое пятно. В момент зарождения пятна легко
выделить его центральную точку Sc, совпадающую с
умирающей седло-узловой особой точкой. Фазовая
скорость этой точки Vc равна нулю (V 2 = (dx/dt)2 +
+ (dy/dt)2).

Очевидно, что в конечной точке участка фазовой
траектории McM3 фазовая скорость V3 = 0. Следова-
тельно, на этом участке должна быть точка, напри-
мер Sb, фазовая скорость в которой Vb максимальна.
Точка Mb расположена на границе пятна, а сама гра-
ница фазового пятна определяется как геометриче-
ское место точек с такой же скоростью (рис. 3, в).

Центральная Mc и граничная Mb точки пятна пе-
ремещаются с уменьшением µ. Слияние указанных
точек в системе (4) произойдет при µ = −1/3. Оно
соответствует исчезновению пятна. Количественно
эффект фазового пятна характеризуется показате-
лем заторможенности движения K = Vc/Vb, 0 # K # 1.
При рождении пятна K = 0, а при исчезновении K = 1.

Пример 3. Случай опасной бифуркации Андро-
нова–Хопфа слияния неустойчивого цикла с устой-
чивым фокусом. Рассмотрим две системы (µ < 1):

(5)

(6)

В обоих случаях стационарный режим автоколе-
баний ρ = 1 устойчив, а ρ = µ > 0 неустойчив. Особая
точка ρ = 0 при µ > 0 является устойчивым фокусом.
Опасная бифуркация слияния фокуса с неустойчи-
вым циклом происходит при µ = 0. Области фазовых
пятен и примеры переходного процесса из окрестно-
сти особой точки, ставшей неустойчивой, представ-
лены на рис. 4 для системы (5) и рис. 5 для системы
(6). При этом если в первом случае параметр мало от-
личается от бифуркационного значения (µ = −0,005),
то в системе (6) значение параметра увеличено в
120 раз (µ = −0,6), а начальные условия – вдвое.

Рассмотренный пример наглядно показывает,
что медленное нарастание колебаний системы не
связано с медленным изменением параметра. Во
втором случае он изменен скачкообразно и сразу до

ρd
td

------  = ρ ρ µ–( ) 1 ρ–( ),
ϕd
td

------  = 1;

ρd
td

------  = ρ2 ρ µ–( ) 1 ρ–( ),
ϕd
td

------  = 1.

M1 M2 M3

а

M1,2 M3

б

M3

в

Sb

Рис. 3. Эволюция фазового портрета при пере-
ходе параметра через бифуркационное значение
µ = 0: а – седло M2 расположено между устойчивы-
ми узлами M1 и M3, б – слияние седла с узлом, в –
система помнит об опасной бифуркации, пока су-
ществует фазовое пятно

y
µ = −0,005

t

Рис. 4. Переходный процесс после потери устой-
чивости, когда параметр мало отличен от бифур-
кационного значения µ = 0
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значения µ = −0,6. Эффект обязан общей законо-
мерности – рождению фазового пятна и его сущест-
вованию в определенном интервале параметра.

èéÇõòÖççÄü óìÇëíÇàíÖãúçéëíú ëàëíÖåõ 
ä èêàÅãàÜÖçàû éèÄëçéâ ÉêÄçàñõ

Мы рассмотрели удивительное свойство дина-
мической системы помнить об особых точках или
циклах в окрестности их исчезновения. В связи с
этим появилась определенная уверенность, что си-
стема должна также как-то сигнализировать и о
приближающейся опасной границе. Но как? Здесь
уместно напомнить известные слова академика
Л.И. Мандельштама о том, что “именно физика
учит нас, как допрашивать дифференциальные
уравнения”. Действительно, в каждом случае опас-
ной бифуркации можно обнаружить соответствую-
щий “датчик сигналов” о ее приближении.

Продемонстрируем это на рассмотренных выше
примерах бифуркации седло-узел. Естественно
предположить, что с изменением параметра в сто-
рону опасной границы система продолжает оста-
ваться в окрестности устойчивого узла. Поэтому
чувствительность системы можно оценить, если
найти отношение приращения в положении узла к
приращению значения параметра.

Так, из второго уравнения системы (3) в предби-
фуркационном случае µ = 1, λ  1 имеем для оты-
скания особых точек условие λ − sinϕ = 0. Отсюда
следует, что при λ  1 значение ϕ  π/2. Нас
интересует зависимость координаты ϕ от λ. Поэто-
му перепишем условие в виде

λ − sinϕ(λ) = 0. (7)

Скорость изменения ϕ(λ) характеризует производ-
ная dϕ/dλ. Дифференцируя по λ выражение (7),
имеем

Отсюда следует, что dϕ/dλ  ∞ при ϕ  π/2.

В случае примера 2 чувствительность перемеще-
ния координаты x узла в зависимости от параметра
µ получим из первого уравнения системы (4)

(x(µ)2 − µ)(1 − x(µ)) = 0. (8)

1 ϕ ϕd
λd

------  = 0.cos–

При µ  0 абсцисса узла x  0. После диффе-
ренцирования по µ выражения (8) легко убедиться,
что и в этом случае производная dx/dµ  ∞.

áÄäãûóÖçàÖ

Эффекты бифуркационной памяти и повышен-
ной чувствительности в окрестности опасных би-
фуркационных границ могут различно проявляться
и использоваться в конкретных динамических сис-
темах.

В случае судов, например, возможно повысить
качество управления и предсказать потенциально
аварийные ситуации [3–5]. Проявление эффекта
бифуркационной памяти, как было показано в [6],
играет существенную роль в процессе формирова-
ния обширной “озонной дыры” в весенней антарк-
тической стратосфере. В робототехнических систе-
мах имеет место затягивание потери устойчивости
[7]. С проявлением эффекта повышенной чувстви-
тельности связаны некоторые странности ударного
виброгашения [5].
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Рис. 5. Существование фазового пятна обуслов-
ливает заторможенный переход к новому стацио-
нарному состоянию даже при параметре, весьма
далеком от бифуркационного значения


