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КВАТЕРНИОНЫ

 

Ä. é. ÇÄíìãúüç

 

êÓÒÚÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ, êÓÒÚÓ‚-Ì‡-ÑÓÌÛ

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

В фундаменте математики лежит понятие числа,
которое позволяет описывать количественную сто-
рону отношения изучаемого объекта к некоторому
эталону. В процессе развития и совершенствования
моделей, описывающих окружающий нас мир, и ус-
ложнения математических конструкций появляют-
ся новые объекты, обладающие совершенно новы-
ми свойствами по сравнению с действительными
числами.

Первое обобщение понятия действительного
числа – введение комплексных чисел. Эти числа яв-
ляются удобным математическим средством, поз-
воляющим описывать количественные соотноше-
ния, решать многие математические проблемы [1].
Так, например, квадратное уравнение 

 

x

 

2

 

 + 1 = 0 яв-
ляется неразрешимым во множестве действитель-
ных чисел, однако имеет два решения во множестве
комплексных чисел 

 

x

 

1, 2

 

 = 

 

±

 

i

 

.

Вообще говоря, под комплексными числами бу-
дем понимать множество упорядоченных пар дейст-
вительных чисел (

 

a

 

, 

 

b

 

) вида 

 

a

 

 + 

 

ib

 

, где операции сло-
жения и умножения осуществляются по правилам

(
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1
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1
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).

Эти операции подчиняются обычным распредели-
тельным законам, известным из школьного курса
алгебры, с заменой 

 

i

 

2

 

 = 

 

−

 

1.

Можно дать векторную интерпретацию ком-
плексных чисел. Комплексному числу 

 

a

 

 + 

 

ib

 

 можно
поставить в соответствие вектор с координатами
(

 

a

 

, 

 

b

 

), выходящий из начала координат (рис. 1). При
такой интерпретации сложению и вычитанию комп-
лексных чисел соответствуют сложение и вычита-
ние векторов на плоскости.

На множестве комплексных чисел можно ввести
два основных элемента или, как говорят в математи-
ке, базис 1 и 

 

i

 

. Это означает, что любое комплексное
число можно представить в виде 

 

a

 

 

 

⋅

 

 1 + 

 

b

 

 

 

⋅

 

 

 

i

 

; комп-
лексные числа можно трактовать как упорядоченные
пары действительных чисел (

 

a

 

, 

 

b

 

).

Второе обобщение действительного числа – век-
торы в трехмерном пространстве, которые образуют
линейное пространство [2]. Для них вводятся опе-
рации сложения и умножения на действительное
число, две операции умножения – скалярное и
векторное (см. ниже), а в качестве базиса взяты
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единичные орты 

 

i

 

, 

 

j

 

, 

 

k

 

. Всякий вектор в трехмерном
пространстве может быть представлен в виде

 

v

 

 = 

 

a

 

 

 

⋅

 

 

 

i

 

 + 

 

b

 

 

 

⋅

 

 

 

j
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c

 

 

 

⋅

 

 

 

k

 

;

cам вектор может быть интерпретирован как упоря-
доченная тройка действительных чисел (

 

a

 

, 

 

b

 

, 

 

c

 

).

 

éèêÖÑÖãÖçàÖ äÇÄíÖêçàéçéÇ

 

Попытки обобщить понятие комплексного чис-
ла привели к первому примеру гиперкомплексной
системы – кватернионам [3, 4]. Создание таких объ-
ектов принадлежит ирландскому математику У. Га-
мильтону, который задался проблемой построить из
точек пространства числовую систему, подобную
множеству действительных чисел. Оказалось, что
такую структуру построить нельзя, однако если от-
казаться от коммутативности умножения, то из то-
чек четырехмерного пространства можно построить
некоторую числовую систему, которая и называется
кватернионами.

Итак, кватернион представляет собой упорядо-
ченную четверку действительных чисел 

 

s

 

, 

 

a

 

, 

 

b

 

, 

 

c

 

, ко-
торые связаны с четырьмя базисными элементами
1, 

 

i

 

, 

 

j

 

, 

 

k

 

, обладающими следующими свойствами:
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2
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, (1)
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.

Заметим, что базисные элементы 

 

i

 

, 

 

j

 

, 

 

k

 

 могут быть
интерпретированы как базисные векторы декарто-
вой системы координат в трехмерном пространстве.
Таким образом, всякий кватернион 

 

Q

 

 может быть
записан в виде
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Обычно кватернион 

 

Q

 

 разделяют на скалярную
часть 

 

s

 

 и векторную 

 

v

 

 = 
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⋅

 

 

 

i

 

 + 
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⋅

 

 

 

j

 

 + 

 

c ⋅ k, так что Q =
= s + v.

Четверка чисел (s, a, b, c) характеризует компо-
ненты кватернионов.

Нетрудно видеть, что если s = 0, то кватернион
переходит в вектор v в трехмерном пространстве.
Важная особенность кватернионов состоит в том,
что подмножеством кватернионов являются веще-
ственные числа (s, 0, 0, 0); комплексные числа (s, а,
0, 0); векторы в трехмерном пространстве (0, а, b, c)
(рис. 2).

ÄãÉÖÅêÄ äÇÄíÖêçàéçéÇ

Определим операции над двумя кватернионами
Q1 = s1 + v1 и Q2 = s2 + v2.

1. ëÎÓÊÂÌËÂ

Q = Q1 + Q2 = (s1 + s2) + (v1 + v2).

Сложение двух кватернионов осуществляется путем
сложения всех его компонент.

2. ìÏÌÓÊÂÌËÂ

Вычисление произведения двух кватернионов
производится при помощи обычных распредели-
тельных законов с учетом соотношений (1) и дает
следующую формулу:

Q = Q1Q2 = s1s2 + s2v1 + s1v2 + a1i(a2i + b2 j + c2k) +

+ b1 j(a2i + b2 j + c2k) + c1k(a2i + b2 j + c2k) =

= s1s2 + s2v1 + s1v2 − a1a2 + a1b2k − a1c2 j − b1a2k −

− b1b2 + b1c2i + c1a2 j − c1b2i − c1c2 = 

= s1s2+ s2v1 + s1v2 − v1 ⋅ v2 + v1 × v2, (2)

где введены операции скалярного и векторного
произведений векторов

v1 ⋅ v2 = a1a2 + b1b2 + c1c2, (3)

v1 × v2 = (b1c2 − c1b2)i + (c1a2 − a1c2)j + (a1b2 − b1a2)k. (4)

−1 0 X

2
−1 + 2i

Y

Рис. 1. Изображение комплексного числа

Действительные
числа

Базисный элемент 1

Комплексные числа

Базисные элементы
1, i

Векторы в
пространстве

Базисные элементы
i, j, k

Кватернионы

Базисные элементы
1, i, j, k

Рис. 2. Числовые системы и базисные элементы
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Нетрудно видеть, что произведение двух кватерни-
онов есть опять кватернион. Важной особенностью
введенной операции умножения (2) является ее не-
коммутативность, то есть, вообще говоря, Q1Q2 ­
­ Q2Q1. Для случая s1 = s2 = 0, то есть когда имеем
произведение двух векторов, записанное в форме
кватернионов, их произведение уже не есть вектор,
а кватернион

Q1Q2 = −v1 ⋅ v2 + v1 × v2, (5)

причем скалярная часть кватерниона Q1Q2 есть взя-
тое с обратным знаком скалярное произведение
векторов v1 и v2, а векторная часть кватерниона Q1Q2

равна векторному произведению векторов v1 и v2.
Введенная операция умножения векторов как ква-
тернионов (5) объединяет хорошо известные виды
умножения векторов – скалярное и векторное (3) и
(4). Исходя из формулы (5), найдем Q1Q2 и Q2Q1,
при этом учтем, что v2 × v1 = −v1 × v2 (это легко про-
веряется исходя из формулы (4)):

Q2Q1 = v2v1 = −v1 ⋅ v2 + v2 × v1 = −v1 ⋅ v2 − v1 × v2. (6)

Исходя из (5) и (6) найдем выражение для скаляр-
ного и векторного произведений векторов через
введенную нами операцию:

(7)

3. ëÓÔflÊÂÌËÂ

Кватернион  называется сопряженным по от-

ношению к Q = s + ai + bj + ck, если  = s − (ai +

+ bj + ck). В этом случае произведение  есть чис-

ло, равное квадрату модуля кватерниона Q: |Q |2 =

= s2 + a2 + b2 + c2.

Нетрудно видеть, что квадрат модуля кватерни-
она равен сумме квадратов его компонент. Это
свойство аналогично такому же свойству для векто-
ров, однако существенное отличие от векторов под-
черкивает следующее свойство.

4. é·‡˘ÂÌËÂ

Для каждого ненулевого кватерниона существу-
ет ему обратный. Обратным по отношению к ква-
терниону Q называется кватернион Q−1, обладаю-
щий свойством

QQ−1 = Q−1Q = 1.

Очевидно, что обратный находится по следующему
правилу, весьма похожему на правило нахождения
обратного к комплексному числу:

v1 v2⋅  = 
1

2
---– v1v2 v2v1+( ),

v1 v2×  = 
1

2
--- v1v2 v2v1–( ).

Q

Q

QQ

Q 1–
 = 

Q

Q 2
---------.

íéÜÑÖëíÇé ùâãÖêÄ

Имеет место следующее

Утверждение. Модуль произведения двух кватер-
нионов равен произведению модулей сомножителей.

Докажем это утверждение. Пусть Q1 = s1 + v1,
Q2 = s2 + v2 – два кватерниона, s1, s2 – вещественные
числа, v1, v2 – векторы. Тогда

Q1Q2 = (s1 + v1)(s2 + v2) = s1s2 + s1v2 + s2v1 + v1v2 =

= s1s2 + s1v2 + s2v1 − v1 ⋅ v2 + v1 × v2.

Найдем

 = (s2 − v2)(s1 − v1) = s1s2 − s1v2 − s2v1 + v2v1 =

= s1s2 − s1v2 − s2v1 − v1 ⋅ v2 − v1 × v2 = .

Теперь

откуда и следует утверждение теоремы. Из этого ре-
зультата, если положить

Q1 = s1 − a1i − b1 j − c1k,

Q2 = s2 − a2i − b2 j − c2k,

Q1Q2 = s1s2 + a1a2 + b1b2 + c1c2 +

+ (s1a2 − a1s2 − b1c2 + c1b2)i + (s1b2 + a1c2 − b1s2 − c1a2)j +

+ (s1c2 − a1b2 + b1a2 − c1s2)k,

вытекает следующее тождество:

= (s1s2 + a1a2 + b1b2 + c1c2)
2 + (s1a2 − a1s2 − b1c2 + c1b2)

2 +

+ (s1b2 + a1c2 − b1s2 − c1a2)
2 + (s1c2 − a1b2 + b1a2 − c1s2)

2.

Это тождество позволяет выразить произведение
двух сумм четырех квадратов в форме суммы четы-
рех квадратов.

èêàãéÜÖçàü äÇÄíÖêçàéçéÇ

Наиболее естественным способом, позволяю-
щим описывать повороты в трехмерном простран-
стве, является использование операторов преобра-
зования и соответствующих им матриц [1]. Однако
использование кватернионов позволяет дать более
простую форму этого поворота. Представление
трехмерных вращений при помощи кватернионов
удобно тем, что кватернион определяет непосредст-
венно его геометрические характеристики: ось вра-
щения и угол поворота. При обычном описании
вращения при помощи матриц для определения оси
вращения и угла поворота необходимо проделать
некоторые вычисления, а при использовании ква-
тернионов он находится естественным образом.

Обозначим: R (v, ϕ) – поворот вокруг оси, со-
направленной с единичным вектором v, на угол ϕ.

Q2Q1

Q1Q2

Q1Q2

2
 = Q1Q2 Q1Q2 = Q1Q2 Q2Q1 = Q1

2 Q2

2
,⋅ ⋅

s1

2 a1

2 b1

2 c1

2+ + +( ) s2

2 a2

2 b2

2 c2

2+ + +( ) =
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Нетрудно показать, что поворот R(v, ϕ) можно пред-
ставить кватернионом

c модулем, равным 1.

В качестве примера рассмотрим последователь-
ное применение двух поворотов: 1) поворот на 90°
вокруг вектора k, 2) поворот на 90° вокруг вектора j.
Это преобразование можно представить в виде про-
изведения двух кватернионов Q1 = cos45° + jsin45°
и Q2 = cos45° + ksin45°:

Q1Q2 = (cos45° + jsin45°)(cos45° + ksin45°) =

В результате этих двух поворотов получим пово-
рот на 120° вокруг оси, равнонаклоненной к ортам i,
j, k, причем нетрудно убедиться, что перемена по-
рядка вращений Q2Q1 приведет к иному кватерниону.

áÄäãûóÖçàÖ

Отметим все более интенсивное использование
алгебры кватернионов в описании движения мани-

R v ϕ,( ) = 
ϕ
2
---cos v

ϕ
2
---sin+

= 
1

2
--- j

1

2
---⋅ k

1

2
---⋅ i

1

2
---⋅+ + +  = 

1

2
---

i j k+ +

3
-------------------- 3

2
-------  =⋅+

= 60° i j k+ +

3
-------------------- 60° = R

i j k+ +

3
-------------------- 120°, .sin+cos

пуляторов, робототехнике [5], электродинамике,
при описании поворотов в четырехмерном прост-
ранстве.
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