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АРИФМЕТИКА РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ЧИСЕЛ И КОМПЬЮТЕРНОЕ 
ИССЛЕДОВАНИЕ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

 

Ç. è. åÄäëàåéÇ

 

èÂÏÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

В математике принято считать задачу решенной,
если ее удалось свести к задаче, решение которой
уже известно. Конечно, множество известных ре-
шенных задач у каждого исследователя свое, оно
зависит от образования, специализации, опыта и
личных научных пристрастий. Цель этой статьи –
проследить вместе с читателем за тем, как одна из
довольно трудных задач исследования интеграль-
ных уравнений сводится к задаче, требующей ми-
нимального уровня знаний: умения производить
арифметические действия с рациональными числа-
ми. На наш взгляд, такое сведение не только должно
представлять познавательный интерес, но и помо-
жет дать представление о возможности и “техноло-
гии” использования компьютера для эффективного
исследования конкретных интегральных уравне-
ний, возникающих при изучении самых разнооб-
разных прикладных задач.

План статьи таков. Сначала на примере системы
линейных алгебраических уравнений мы обсудим
вопрос, можно ли (и если можно, то как) с помо-
щью арифметических вычислений ответить на во-
прос о существовании решения. Заметим сразу, что
традиционное и наиболее распространенное при-
менение компьютера направлено на вычисление
некоторого приближения к “решению” – без скру-
пулезного анализа ситуации, без попыток ответить
сначала на вопрос: а существует ли то, приближение
к чему мы хотим найти, и без оценки точности ре-
зультата, когда он осмыслен? Как это ни парадок-
сально, даже для систем линейных алгебраических
уравнений вопрос о гарантированных оценках точ-
ности решения стал систематически изучаться от-
носительно недавно (см., например, [1]). Обычного
пользователя-вычислителя в лучшем случае насто-
раживают неприятности, возникающие в процессе
вычислений, или экзотичность результата, напри-
мер очень большое число.

Затем мы расскажем о задачах, которые сводятся
к исследованию интегральных уравнений; пока-
жем, как исследование одного класса интегральных
уравнений сводится к решению системы линейных
алгебраических уравнений и, наконец, как можно
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этим воспользоваться при исследовании интеграль-
ного уравнения в довольно общем случае.

По ходу изложения мы приводим формулиров-
ки основных используемых утверждений в таком
виде, что понимание их алгоритмического смысла
не требует предварительной подготовки.

 

1. äÄä ìáçÄíú, ëìôÖëíÇìÖí ãà êÖòÖçàÖ

 

Обсудим сначала вопрос, можно ли и если мож-
но, то как с помощью вычислений (с использовани-
ем компьютера) получить ответ на вопрос о разре-
шимости системы уравнений. Для определенности
рассмотрим систему двух линейных уравнений с
двумя неизвестными

(1)

Как известно, такая система имеет единственное
решение, если ее определитель 

 

D

 

 не равен нулю, то
есть

(2)

Заметим, что коэффициенты системы могут не
быть рациональными числами. В таком случае для
их записи требуется бесконечная последователь-
ность символов. Так как любое вычислительное ус-
тройство оперирует с числами-последовательнос-
тями конечной длины, то число 

 

D

 

 не может быть
вычислено точно. Даже в элементарном случае (1)
для того, чтобы быть уверенными в неравенстве (2),
мы должны ограничиться конечным приближени-

ем  коэффициентов 

 

a

 

ij

 

, оценить, не зная точного

значения 

 

D

 

 (!), погрешность  результата

 и наконец убедиться в том, что

Нетрудно понять, что в случае системы 

 

n

 

 линей-
ных уравнений с 

 

n

 

 неизвестными

(3)

сложность обсуждаемого вопроса многократно воз-
растает.

Для сокращения записи в дальнейшем обозна-
чим матрицу коэффициентов этой системы через 

 

A

 

 =
= {

 

a

 

ij

 

}, вектор неизвестных – через 

 

x

 

 = col(

 

x

 

1

 

, …, 

 

x

 

n

 

)
(от colon – столбец), вектор правых частей – 

 

c

 

 =
= col(

 

c

 

1

 

, …, 

 

c

 

n

 

). Напомним, что произведением 

 

Ax

 

матрицы 

 

A

 

 на вектор 

 

x

 

 называется вектор 

 

y

 

, состав-
ленный из чисел 

 

y

 

1

 

, …, 

 

y

 

n

 

, вычисляемых по правилу

a11x a12y = c1,+

a21x a22y = c2.+

D = det
a11 a12

a21 a22 
 
 

 = a11a22 a12a21 0.≠–

ãij

D D̃–  # ε
D̃ = ã11ã22 ã12ã21–

ε < D̃ .

a11x1 a12x2 … a1nxn+ + +  = c1,

...............................................

an1x1 an2x2 … annxn+ + +  = cn

yi  = aij xj

j 1=

n

∑ , i  = 1, 2, …, n.

 

Система (3) в новых обозначениях принимает вид

 

Ax

 

 = 

 

c

 

. (4)

Напомним еще, что в случае det

 

A

 

  0 (и только в
этом случае) существует матрица, называемая об-
ратной матрицей для матрицы 

 

A

 

. Эта матрица обо-
значается 

 

A

 

−

 

1

 

 и ее элементы 

 

b

 

ij

 

 (

 

A

 

−

 

1

 

 = {

 

b

 

ij

 

 }) вычисля-
ются по правилу

где 

 

A

 

ji

 

 – алгебраическое дополнение элемента 

 

a

 

ji

 

матрицы 

 

A

 

, то есть взятый со знаком (

 

−

 

1)

 

i

 

 + 

 

j

 

 опреде-
литель матрицы, получаемой из 

 

A

 

 вычеркиванием

 

j

 

-й строки и 

 

i

 

-го столбца. Обратная матрица позво-
ляет записать решение системы (4) при любой пра-
вой части:

 

x

 

 = 

 

A

 

−

 

1

 

c

 

.

 

Пример 1. 

 

Матрица  имеет обратную

матрицу .

Условимся еще о двух обозначениях: для матри-
цы 

 

A

 

 = {

 

a

 

ij

 

}

для вектора 

В ситуации, когда система (3) возникает как ма-
тематическая модель реального явления, точные
значения коэффициентов неизвестны: известны
лишь приближенные, скажем полученные в резуль-

тате измерений, значения  и погрешности изме-

рения 

 

δ

 

i j

 

:

(5)

Поэтому наш вопрос можно сформулировать так.

Как по матрицам  и {

 

δ

 

i j

 

} определить, имеет ли

решение система (3)? Будем считать, что элементы

матрицы измерений  и матрицы погреш-

ностей 

 

∆

 

 = {

 

δ

 

i j

 

} суть рациональные числа, и, таким

образом, арифметические операции над ними мо-
гут производиться точно.

Сформулируем утверждение, которое дает прин-
ципиальную возможность по известной нам инфор-
мации сделать вывод об однозначной разрешимости
системы (3). Это утверждение известно в математи-
ке как теорема об обратном операторе (см., напри-
мер, [2, с.157]).

 

Теорема 1.  

 

Пусть  и

 

 B = {

 

b

 

ij

 

} – 

 

матри-

ца, обратная для  Если

 

 

 

 то система

bij  = 
1

det A
------------ Aji ,⋅

4 3

2 1 
 
 

1 2⁄– 3 2⁄
1 2– 

 
 

A   = max aij ,

j 1=

n

∑
i = 1, …, n

def

x = col x1 … xn, ,( )

x   = max xi .
i = 1, …, n

def

ãij

aij ãij–  # δi j , i j  = 1, 2, …, n.,

ãij{ }

Ã = ãij{ }

det Ã 0≠
Ã. ∆  < 1 B ,⁄
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(3), коэффициенты которой удовлетворяют неравен-
ствам (5), имеет единственное решение.

Замечание 1. В условиях теоремы 1 для разности

решения x системы Ax = c и решения  системы

 имеет место оценка

Замечание 2. Подчеркнем, что в условиях теоре-
мы 1 любая система, коэффициенты которой удов-
летворяют условию (5), имеет единственное реше-
ние. Таким образом, на множестве коэффициентов
линейных систем (на множестве матриц A) сущест-

вует “окрестность” матрицы  вся заполненная
обратимыми матрицами (матрицами коэффициен-
тов однозначно разрешимых систем Ax = c). “Ради-

ус” ρ этой окрестности зависит только от матрицы 

Например, для системы с матрицей  (см.

пример 1) в предположении, что элемент 1 известен
точно (δ22 = 0), такая окрестность представляет собой

прямоугольный параллелепипед, изображенный на
рис. 1. В разделе 4 мы воспользуемся аналогом теоре-
мы 1 для линейных интегральных уравнений.

2. áÄÑÄóà, ëÇéÑàåõÖ 
ä àçíÖÉêÄãúçõå ìêÄÇçÖçàüå

Можно считать общеизвестным, что обыкно-
венные дифференциальные уравнения играют ис-
ключительно важную роль как математические мо-

x̃

Ãx̃ = c

x x̃–  # 
∆

1 ∆ B⋅–
-------------------------------- B 2 c .⋅ ⋅

Ã,

Ã:

ρ = 
1

Ã
1–

-------------.

4 3

2 1 
 
 

дели многих реальных явлений и процессов. Для
дифференциального уравнения

(6)

часто возникает так называемая начальная задача,
или задача Коши,

(Lx)(t) = f(t), x(0) = α,

где требуется найти функцию x(t), удовлетворяю-
щую уравнению (6) и дополнительному начальному
условию x(0) = α. Используя подстановку

(7)

, для z(t) получаем уравнение

которому можно придать вид

(8)

где

g(t) = P(t)α + f(t).

Уравнение (8) называется линейным интеграль-
ным уравнением Фредгольма, а функция двух пере-
менных K(t, s) – ядром этого уравнения.

Для широкого круга прикладных задач возника-
ет необходимость рассматривать краевую задачу [3,
4], представляющую собой систему

(9)

в которой второе уравнение принято называть крае-
вым условием. В виде lx = α могут быть записаны са-
мые разнообразные случаи краевых условий. В част-
ности, при соответствующем выборе Ψ и ϕ в таком
виде могут быть записаны: начальное условие

x(0) = α (Ψ = 1, ϕ(s) ≡ 0);

периодическое условие

x(T) = x(0) (Ψ = 0, ϕ(s) ≡ 1, α = 0);

многоточечное условие

в этом случае

интегральное условие

Lx( ) t( ) ẋ t( )≡ P t( )x t( ) = f t( ), t 0 T,[ ] ,∈+

x t( ) = α z s( ) sd

0

t

∫+

z t( ) = ẋ t( )( )

z t( ) = P t( )z s( ) sd

0

t

∫ P t( )α f t( ), t 0 T,[ ]∈ ,+ +

z t( ) = K t s,( )z s( ) s g t( ),+d

0

T

∫

K t s,( ) = 
P t( ) при 0 # s # t # T,

0 при 0 # t < s # T,

Lx( ) t( ) = f t( ), lx Ψx 0( ) ϕ s( ) ẋ s( ) s = α ,d

0

T

∫+≡

γi x τ i( )
i 1=

m

∑  = α , τ i 0 T,[ ] , i  = 1, 2, …, m;∈

Ψ = γi

i 1=

m

∑ , ϕ s( ) = γi

i 1=

m

∑  ⋅ 
1 при s 0 τ i,[ ] ,∈
0 при s 0 τ i,[ ] ;∉

3

4

2

2/3

a12

a21

a11

2/3

Рис. 1
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Свести задачу (9) к интегральному уравнению
можно воспользовавшись следующим утверждени-
ем современной теории краевых задач [3, с. 52]: по
числу Ψ и функции ϕ можно найти такую функцию
u(t), что u(0)  0, lu = 1 и система уравнений

где B(t) = −u(t)/u(0), однозначно разрешима и ее ре-
шение имеет представление

(10)

Здесь

Воспользуемся W-подстановкой (10) примени-
тельно к уравнению (6):

Получаем уравнение

которое принимает вид (8), если положить

K(t, s) = B(t)W(a, s) − P(t)W(t, s),

g(t) = f(t) + B(t)u(0)α − P(t)u(t)α.

Краевая задача (9) для дифференциального
уравнения с отклоняющимся аргументом

(11)

для интегродифференциального уравнения

(12)

и многих других классов уравнений тоже сводятся к
интегральному уравнению (8) с помощью W-под-
становки (10). При этом ядро K(t, s) и функция g(t)
находятся в результате элементарных преобразова-
ний. Подробности можно найти в книге [3].

3. àçíÖÉêÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü
ë ÇõêéÜÑÖççõå üÑêéå: 
ëÇÖÑÖçàÖ ä ëàëíÖåÖ ãàçÖâçõï 
ÄãÉÖÅêÄàóÖëäàï ìêÄÇçÖçàâ

В этом разделе рассмотрим класс интегральных
уравнений, исследование которых сводится к ис-
следованию системы (3). Этот класс будет играть в

x s( ) s = α Ψ  = T, ϕ s( ) = T s–( ).d

0

T

∫

ẋ t( ) B t( )x 0( )+  = z t( ), lx = α ,

x t( ) = u t( )α W t s,( )z s( ) s.d

0

T

∫+

W t s,( ) = 
1 u t( )ϕ s( ) при 0 # s # t # T,–

u t( )ϕ s( ) при 0 # t < s # T.–

ẋ t( ) B t( )x 0( )+  = P t( )x t( )– B t( )x 0( ) f t( ).++

z t( ) = P t( )u t( )α– P t( )W t s,( )z s( ) s B t( )u 0( )α+ +d

0

T

∫–

B t( )W a s,( )z s( ) sd f t( ),+

0

T

∫+

Lx( ) t( ) ẋ t( )≡ P t( )x h t( )[ ]  = f t( ), t 0 T,[ ] ,∈+

x ξ( ) = υ ξ( ) при ξ 0 T,[ ] ,∉

Lx( ) t( ) ẋ t( ) F t s,( )x s( ) s = f t( ), t 0 T,[ ] ,∈d

0

T

∫+≡

исследовании интегральных уравнений с произ-

вольным ядром ту же роль, что система  при
исследовании системы Ax = c в разделе 1.

Уравнение

(13)

называется уравнением с вырожденным ядром

, если это ядро имеет вид

Мы не будем сейчас оговаривать свойства функций
uj, υj; здесь от них требуется только существование
интегралов (см. ниже).

Будем умножать обе части уравнения (13) на
функции υj(t) и интегрировать почленно от 0 до T.
Проделав это последовательно для всех индексов i =
= 1, 2, …, m, получим систему равенств

(14)

Обозначая

и записывая в новых обозначениях систему (14),
приходим к выводу, что уравнение (13) имеет реше-
ние тогда и только тогда, когда разрешима система

(15)

В случае, если матрица

(16)

имеет обратную матрицу A−1 = B = {bij}, уравнение

(13) имеет единственное решение :

или

(17)

Ãx̃ = c

z t( ) = K̃ t s,( )z s( ) t g t( )+d

0

T

∫

K̃ t s,( )

K̃ t s,( ) = uj t( )υ j s( ).

j 1=

m

∑

υ i t( )z t( ) td

0

T

∫  = υ i t( )uj t( ) t υ j s( )z s( ) s+d

0

T

∫⋅d

0

T

∫
i 1=

m

∑

υ i t( )g t( ) t, i  = 1, 2, …, m.d

0

T

∫+

υ i t( )z t( ) td

0

T

∫  = xi, υ i t( )uj t( ) td  = α i j

0

T

∫ ,

υ i t( )g t( ) t = cid

0

T

∫

xi  = α i j xj ci, i  = 1, 2, …, m.+
j 1=

m

∑

A = aij{ } , aij  = eij α i j , eij  = 
1 при i  = j ,

0 при i j ,≠
–

z̃ t( )

z̃ t( ) = uj t( )xj

j 1=

m

∑ g t( )+  = uj t( ) bji ci

i 1=

m

∑ 
 
 

g t( )+
j 1=

m

∑

z̃ t( ) = R t s,( )g s( ) s g t( ),+d

0

T

∫
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где

(18)

Заметим, что в случае, когда функции ui, υi явля-
ются многочленами с рациональными коэффициен-
тами и число T рационально, коэффициенты систе-
мы (15) вычисляются точно, и в случае обратимости
матрицы A числа bij тоже рациональные.

Пример 2. Для уравнения

имеем

u1(t) ≡ 1, υ1(s) ≡ 1, u2(t) = t, υ2(s) = s;

Таким образом, в силу (17)

4. äÄä ìáçÄíú, ëìôÖëíÇìÖí ãà êÖòÖçàÖ 
àçíÖÉêÄãúçéÉé ìêÄÇçÖçàü

Самые простые на вид интегральные уравнения
Фредгольма могут не иметь решений (примером яв-

ляется уравнение ). Понятно, что в

таких случаях бессмысленно пытаться применять
многочисленные приближенные методы. Как уз-
нать, разрешимо ли интегральное уравнение

(19)

в общем случае. Напомним, что в уравнении (19),
возникающем при исследовании краевой или вари-
ационной задачи, ядро строится по параметрам ис-
ходной задачи с помощью преобразований, кото-
рые в большинстве случаев приводят к довольно
громоздким выражениям. Для ответа на этот вопрос
воспользуемся той же идеей, что и в разделе 1. Заме-
ним уравнение (19) уравнением

R t s,( ) = uj t( )bji υ i s( ).

i 1=

m

∑
j 1=

m

∑

z t( ) = 1 ts+( )z s( ) s 1, t 0 1,[ ] ,∈+d

0

1

∫

α 11 = 1, α 12 = 
1

2
---, α21 = 

1

2
---, α22 = 

1

3
---;

c1 = 1, c2 = 
1

2
---;

A = 
0

1

2
---–

1

2
---–

2

3
---

 
 
 
 
 
 

, B = 
8

3
---– 2–

2– 0 
 
 
 

,

R t s,( ) = 
8

3
---– 2 t s+( ).–

z̃ t( ) = 
8

3
---– 2t.–

z t( ) = z s( ) s 1+d

0

1

∫

z t( ) = K t s,( )z s( ) s g t( )+d

0

T

∫

(20)

с вырожденным ядром

(21)

в котором функции uj и υj являются многочленами с

рациональными коэффициентами или, что иногда
удобнее, кусочно-полиномиальными функциями с
рациональными коэффициентами и рациональны-
ми точками разрыва. Известно (см., например, [5]),
что при естественных предположениях относитель-
но ядра K(t, s) для любого заданного ε > 0 ядро

 можно определить так, чтобы выполнялось
неравенство

(22)

(так же как для каждого вещественного числа a и

любого ε > 0 можно найти рациональное число 

так, что ).

Задав ε и построив соответствующее ядро

 исследуем уравнение (20), как это было опи-
сано в разделе 3. Это можно сделать оперируя толь-
ко с рациональными числами (все интегралы с фор-
мулами для aij вычисляются как интегралы от

многочленов с рациональными коэффициентами:

и представляют собой рациональные числа).

Сформулируем теперь для интегральных урав-
нений аналог теоремы 1.

Теорема 2.  Пусть (m × m)-матрица (16), пост-
роенная по функциям uj, υj, j = 1, 2, …, m, обратима и
A−1 = B = {bij}. Если

(23)

где

(24)

а функция R(t, s) определена равенством (18), то
уравнение (19) с ядром K(t, s), удовлетворяющим нера-
венству (22), имеет единственное решение.

Замечание 3. Если неравенство (23) не выполня-
ется, мы ничего не можем сказать о разрешимости
уравнения (19). В таком случае есть смысл, уменьшив
ε, повторить снова всю процедуру исследования. Ус-
тановлено, что для однозначно разрешимого уравне-

ния (19) всегда найдется такое ядро  что не-
равенство (23) будет выполнено. Таким образом,

z̃ t( ) = K̃ t s,( )z̃ s( ) s g t( )+d

0

T

∫

K̃ t s,( ) = uj

j 1=

m

∑ t( )υ j s( ),

K̃ t s,( )

K t s,( ) K̃ t s,( )–[ ] 2
t s # ε2dd

0

T

∫
0

T

∫

ã
a ã–  < ε

K̃ t s,( ),

r i t
i

i 0=

N

∑ t = 
r i

i 1+
----------- qi 1+ pi 1+–[ ]

i 0=

N

∑d

p

q

∫

ε < 
1

r
--,

r  = 1 R t s,( )[ ] 2 td sd

0

T

∫
0

T

∫ 
 
 

1 2⁄

,+

K̃ t s,( ),
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исследование конкретного уравнения (19) представ-
ляет собой многократный вычислительный экспе-
римент, в результате которого может быть установ-
лена однозначная разрешимость уравнения.

Замечание 4. В условиях теоремы 2 для разности
решения z уравнения (19) и решения  уравнения
(20) имеет место оценка

Замечание 5. Формула (24) – единственное вы-
ражение, где придется извлекать квадратный ко-
рень из рационального числа.

Пример 3 (подготовлен А.Н. Румянцевым). Зада-
ча Коши для дифференциального уравнения с от-
клоняющимся аргументом

(25)

где

с помощью W-подстановки (7) сводится к интег-
ральному уравнению Фредгольма (8) с правой час-

тью f(t) = t2 и ядром K(t, s) = P(t)χh(t, s), где функция

χh(t, s) принимает значение 1 на множестве,

выделенном розовым цветом на рис. 2, и значение 0
в остальных точках квадрата [0; 1] × [0; 1]. В качестве

ядра  возьмем кусочно-постоянную аппрок-
симацию ядра K(t, s), соответствующую равномер-
ному разбиению квадрата [0; 1] × [0; 1] на квадраты
со стороной 0,02. При этом оказывается

ε = 0,01148; r = 1,84028.

Таким образом, полученное уравнение (8), а с ним и
задача (25) однозначно разрешимы.

áÄäãûóÖçàÖ

Мы надеемся, что эта статья даст читателю пред-
ставление об основных утверждениях, лежащих в
основе вычислительного эксперимента по исследо-
ванию разрешимости линейных интегральных урав-
нений. Подчеркнем еще раз, что справедливость
неравенства (23) не может быть установлена стан-
дартными вычислениями с помощью компьютера.
Получение гарантированного результата здесь тре-
бует вычислительных и программных средств, точ-
но оперирующих с рациональными числами (аль-
тернативный вариант, при котором осуществляется

z̃

z t( ) z̃ t( )–[ ] 2
td

0

T

∫  # 
ε2r 4

1 ε r⋅–( )2
------------------------- g t( )[ ] 2 t.d

0

T

∫

ẋ t( ) p t( )x h t( )[ ]  = t2
, t 0 1,[ ] ,∈+

x 0( ) = 0,

p t( ) = 

2t при t 0; 0 3, ),[∈
t
4
--- при t 0 3; 0 7,,[ ] ,∈

2t при t 0 7; 1, ] ,(∈

h t( ) = 

0 65 при t 0; 0 3, ),[∈,

1 t при t 0 3, ; 0 7, ),[∈–

0 8 при t 0 7; 1,[ ] ,∈,

K̃ t s,( )

скрупулезный пооперационный контроль точности
вычислений, мы здесь не обсуждаем, это выходит за
рамки настоящей статьи). По этой причине реали-
зация описанной схемы исследований требует зна-
чительных усилий и соответствующей квалифика-
ции. Как замечено в [6], существует “контраст
между простотой описания метода… и сложностями
грамотной его программной реализации”. Одна из
таких реализаций выполнена в Пермском государ-
ственном университете под руководством А.Н. Ру-
мянцева.
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