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ЗАДАЧИ НА ЭКСТРЕМУМ
ПРИ НАЛИЧИИ ОГРАНИЧЕНИЙ

 

Ç. Ç. ÑàäìëÄê

 

åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ ÙËÁËÍÓ-ÚÂıÌË˜ÂÒÍËÈ ËÌÒÚËÚÛÚ,
ÑÓÎ„ÓÔÛ‰Ì˚È åÓÒÍÓ‚ÒÍÓÈ Ó·Î.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

В математике исследование задач на максимум и
минимум началось давно, примерно 25 веков назад.
Но только 300 лет назад были созданы первые об-
щие методы решения и исследования задач на экс-
тремум [1, 2].

Интенсивное развитие вариационного исчисле-
ния привело к созданию стройной теории для опре-
деленного класса задач. Однако потребности прак-
тической жизни, особенно в области экономики и
техники, в последнее время выдвинули такие новые
задачи, которые в большинстве случаев не удава-
лось решать старыми методами. Необходимость ре-
шения новых задач (в частности, космос, авиация и
т.д.) привела к созданию новой теории, получившей
название теории оптимального управления.

Основы теории оптимального управления были
заложены академиком Л.С. Понтрягиным и группой
его сотрудников в 50–60-е годы. В 1961 году вышла в
свет первая монография [3], в которой излагались
математические основы неклассического вариаци-
онного исчисления. Основным элементом в задаче
Понтрягина выступает ограничение на управляю-
щие воздействия. Кроме того, Л.С. Понтрягин ука-
зал новую форму необходимых условий экстремума.

Сегодня даже трудно поверить, насколько при-
вычным и необходимым для теоретиков и приклад-
ников стал аппарат теории управления. Достаточно
только перечислить некоторые монографии, чтобы
оценить практическое применение теории опти-
мального управления: “Ядерные реакторы и прин-
цип максимума Понтрягина”, “Оптимальное управ-
ление нагревом металла”, “Оптимальное управление
электромеханическими устройствами” и т.д.

Параллельно с принципом максимума Понтря-
гина происходило дальнейшее развитие классичес-
кого вариационного исчисления для нового класса
задач с ограничением на управление и фазовые ко-
ординаты.

В 1963 году А.А. Милютин, используя идеи и ме-
тоды функционального анализа, получил уравнение
Эйлера для общей задачи оптимального управления
(совместное ограничение на фазовые координаты и
управления) и указал связь уравнения Эйлера с
принципом максимума [4].

В 1966 году автор впервые в СССР и за рубежом
решил задачу входа аппарата в атмосферу с учетом
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ограничений на величину полной перегрузки. Дан-
ное ограничение относится к классу нерегулярных
смешанных ограничений. В 1968 году А.Я. Дубо-
вицкий и А.А. Милютин опубликовали статью о не-
регулярном принципе максимума [4]. Анализ пере-
хода от уравнения Эйлера к принципу максимума
называется расшифровкой. Задача расшифровки
является довольно трудной для нерегулярных сме-
шанных ограничений.

Следует заметить, что наличие нерегулярной си-
туации в практических задачах означает по сущест-
ву локальную неуправляемость в определенных
точках оптимальной траектории.

Особенно много нерегулярных смешанных ог-
раничений возникает в экономике, динамике поле-
та и т.д. Возможность продолжения траектории че-
рез нерегулярную точку означает, что нужно заранее
выбрать необходимое управление, чтобы гладко
пройти критическую точку.

Подобного рода задачи получили название 

 

узких
мест

 

 в управлении реальными процессами. Соглас-
но табелю о рангах, по степени трудности задачи с
нерегулярными смешанными ограничениями зани-
мают первое место в теории оптимального управле-
ния. Обсуждая свою знаменитую программу, Д. Гиль-
берт высказал надежду, что в XX веке математики
овладеют способами решения оптимизационных
задач. Это действительно проблема, ибо в вычисли-
тельном плане задачи управления на порядок более
трудоемкие, чем все те задачи, с которыми до сих
пор сталкивались исследователи.

Цель данной статьи – познакомить читателя с
кругом идей и постановками основных задач вариа-
ционного исчисления и оптимального управления
при наличии ограничений.

 

îìçäñàà çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï

 

Совокупность 

 

n 

 

чисел называется 

 

упорядочен-
ной

 

, если указано, какое из этих чисел считается
первым, какое – вторым и т.д. Произвольную упо-
рядоченную совокупность 

 

n

 

 чисел часто записыва-
ют в виде 

 

x 

 

= (

 

x

 

1

 

, 

 

x

 

2

 

, …, 

 

x

 

n

 

). Такую форму записи на-
зывают 

 

векторной

 

.

Множество всевозможных упорядоченных со-
вокупностей 

 

n

 

 чисел называется 

 

n

 

-мерным 

 

коорди-
натным пространством

 

 и обозначается 

 

R

 

n

 

.

 

Расстоянием

 

 между двумя произвольными точка-
ми 

 

M

 

1
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∈
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,
где символ 

 

∈

 

 означает “принадлежит”, называется
число 

 

ρ

 

(

 

M

 

1

 

, 

 

M

 

2

 

), определяемое формулой

Координатное пространство 

 

R

 

n

 

 с введенным
расстоянием называется 

 

n

 

-мерным 

 

евклидовым про-
странством

 

 и обозначается

 

 

 

E

 

n

 

.

ρ M1 M2,( ) = y1 x1–( )2 y2 x2–( )2
… yn xn–( )2+ + +[ ]

1

2
---

.

 

Пример.

 

 

 

E

 

1

 

 – числовая прямая (множество всех
вещественных чисел), 

 

E

 

2

 

 – плоскость, 

 

E

 

3

 

 – трехмер-
ное пространство.

Множество точек {

 

M

 

}, удовлетворяющих усло-
вию 

 

ρ

 

(

 

M

 

, 

 

A

 

) 

 

#

 

 

 

R

 

, называется 

 

n

 

-мерным 

 

шаром

 

 

 

ра-
диуса 

 

R

 

 с центром в точке

 

 A

 

.

Множество {

 

M

 

} считается 

 

ограниченным

 

, если
оно целиком содержится в шаре радиуса 

 

R

 

.

Точка 

 

A 

 

называется 

 

пределом последовательности

 

точек {

 

M

 

n

 

}, если 

Функция 

 

u 

 

= 

 

f

 

(

 

M

 

), 

 

M 

 

∈

 

 

 

R

 

n

 

, называется 

 

непрерыв-
ной 

 

в точке 

 

A

 

, если 

 

Частной производной

 

 функции 

 

u 

 

= 

 

f

 

(

 

M

 

) по аргу-

менту 

 

x

 

k

 

 в точке 

 

M

 

 называется  если он су-

ществует, где
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 = 
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, …, 

 

x

 

n

 

).

Обозначается указанный предел через 

Из определения частной производной функции
многих переменных следует, что при этой операции
остальные переменные остаются фиксированными.
Последнее означает, что мы фактически вычисляем
обыкновенную производную для функции одного
переменного. В таком случае для вычисления част-
ных производных не требуется новых правил диф-
ференцирования и все операции сводятся к вычис-
лению производной по известным правилам для
функции одного переменного.

 

Пример. 

 

ÅÖáìëãéÇçõâ ùäëíêÖåìå

 

Пусть функция 

 

u 

 

= f(M) = f(x1, x2, …, xn) опреде-
лена в некоторой окрестности точки M0.

Определение. Функция u = f (M ) имеет в точке
M0 локальный минимум (максимум), если суще-
ствует такая окрестность точки M0 , в которой при
M  M0 выполняется неравенство f(M) $ f(M0)
(f (M ) # f (M0)).

Точки локального максимума или минимума на-
зывают точками локального экстремума.

Теорема 1  [5] (необходимое условие экстре-
мума). Если функция f (M) имеет в точке M0 локаль-
ный экстремум и в этой точке существуют частные
производные функции по соответствующим аргу-
ментам, то

(1)

ρ Mn A,( ) = 0.
n ∞→
lim

f M( ) = f A( ).
M A→
lim

∆uk

∆xk

--------,
∆xk 0→
lim

u∂
xk∂

-------.

u = y x z
2x,+sin

u∂
x∂

-----  = y x z
2
,

u∂
y∂

-----  = x,
u∂
z∂

-----  = 2zx.sin+cos

f∂
xi∂

------- M0( ) = 0, i  = 1, 2, …, n.
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Система уравнений (1) определяет точки воз-
можного экстремума функции u = f(M). Точки, в
которых частные производные равны нулю, назы-
ваются стационарными.

Пример. Найдем стационарные точки функции

Уравнения (1) имеют вид

В результате получаем четыре стационарные точки

Какие из найденных точек действительно являются
точками экстремума, устанавливается по достаточ-
ным условиям экстремума. Заметим, что M1 – точка
минимума, M2 – точка максимума, а точки M3 и M4

не являются точками экстремума.

Достаточные условия экстремума для функций
нескольких переменных имеют значительно более
сложный характер, чем для функций одной пере-
менной. Соответствующие условия можно найти в
работах [5, 6].

ìëãéÇçõâ ùäëíêÖåìå

Рассмотрим функцию

u = f(M) (2)

при условии, что ее аргументы связаны между собой
k соотношениями (k < n)

Fi(M) = 0, i = 1, 2, …, k. (3)

Соотношения (3) называют условиями связи.

Определение. Функция (2) имеет в точке M0 ус-
ловный минимум (максимум) при условиях связи
(3), если существует такая окрестность точки M0,
что для любой точки M этой окрестности из условий
Fi(M) = 0, Fi(M0) = 0, i = 1, 2, …, k, следует f(M) $
$ f(M0) (f(M) # f(M0)).

åÖíéÑ àëäãûóÖçàü èÖêÖåÖççõï

Проиллюстрируем применение метода исклю-
чения переменных для функции u = f(x, y) при усло-
вии связи ϕ(x, y) = 0. Если из уравнения связи y
можно выразить явно через x: y = ψ(x), то, подстав-
ляя в u = f(x, y) вместо y функцию ψ(x), получим
функцию одной переменной

u = f(x, ψ(x)) = Φ(x).

Из этого примера видно, что метод исключения
переменных сводит задачу на условный экстремум к
задаче на безусловный экстремум.

Пример. Найти стационарные точки функции

при условии x + y − 1 = 0.

u = 2x1

3 x1x2

2
5x1

2 x2

2
.+ ++

6x1

2 x2

2
10x1 = 0, 2x1x2 2x2 = 0.+ + +

M1 0 0,( ), M2

5

3
---– 0, 

  , M3 1 2,–( ), M4 1 2–,–( ).

u = 1 x2 y2––

Из условий связи имеем y = 1 − x. Отсюда

Легко проверить, что u(x) достигает максимума
при x = 0,5. Из уравнения y = 1 − x получаем y = 0,5.

Если уравнения связи имеют более сложный вид
и нам не удается явно выразить одни переменные
через другие, то задача отыскания условного экс-
тремума становится более трудной.

åÖíéÑ ãÄÉêÄçÜÄ

Задача об условном экстремуме функции (2) при
условиях связи (3) эквивалентна задаче об условном
экстремуме функции Лагранжа:

L(M) = f(M) + λ1F1(M) + λ2F2(M) + …  + λkFk(M), (4)

где λi – произвольные числа при условиях связи (3),
поскольку в точках M, удовлетворяющих уравнени-
ям (3), справедливо равенство L(M) = f(M).

Теорема  2  [5] (необходимое условие Лагранжа
условного экстремума). Если функция f (M) имеет в
точке M0 условный экстремум при наличии связей (3),
и в этой точке существуют частные производные
функции L(M) по соответствующим аргументам, то
тогда существуют числа λ1, λ2, …, λk такие, что

(5)

Система уравнений (3), (5) определяет точки воз-
можного относительного экстремума функции u =
= f(M).

Пример 1. Среди всех треугольников с заданным
периметром определить треугольник наибольшей
площади.

Пусть стороны треугольника суть x, y, z. Тогда

где h1, h2, h3 – высоты треугольника. Для нахожде-
ния максимума S составим функцию Лагранжа

Согласно теореме 2, имеем

Отсюда следует h1 = h2 = h3. По известной теореме из
геометрии получаем x = y = z, то есть треугольник
является равносторонним.

u = 2x x2– .

L∂
xi∂

------- M0( ) = 0, i  = 1, 2, …, n.

S = 
1

6
---xh1

1

6
---yh2

1

6
---zh3, x y z = P,+ + + +

L = 
1

6
---xh1

1

6
---yh2

1

6
---zh3 λ x y z P–+ +( ).+ + +

L∂
x∂

------  = 
1

6
---h1 λ  = 0,+

L∂
y∂

------  = 
1

6
---h2 λ  = 0,+

L∂
z∂

------  = 
1

6
---h3 λ  = 0.+
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Пример 2. Найти прямоугольный параллелепи-
пед наибольшего объема, если его полная поверх-
ность равна заданной величине S.

Обозначим стороны параллелепипеда через x, y,
z. Тогда получаем задачу о максимуме функции V =
= xyz при условии связи

Функция Лагранжа имеет вид

Уравнение для отыскания точек экстремума по-
лучаем из теоремы 2:

yz + λ(y + z) = 0,

xz + λ(x + z) = 0,

xy + λ(x + y) = 0.

Из этих уравнений следует x = y = z, то есть иско-
мый параллелепипед – это куб.

áÄÑÄóà ÇÄêàÄñàéççéÉé àëóàëãÖçàü

Первичным понятием вариационного исчисле-
ния является функционал. Например, важнейшие
критерии качества систем управления – быстродей-
ствие, расход энергии или топлива – являются
функционалами.

Функционал можно рассматривать как обобще-
ние понятия функции, как функцию, в которой роль
независимой переменной играет другая функция.

В классическом вариационном исчислении ос-
новным объектом исследования является функцио-
нал

 (6)

Требуется найти минимум функционала (6) среди
всех гладких линий y(x), соединяющих точки A(a, y0)
и B(b, y1), a # x # b. Здесь гладкость y(x) означает
непрерывность функции и непрерывность первой
производной.

Подынтегральная функция F предполагается
непрерывной и имеющей непрерывные частные
производные по всем переменным до второго по-
рядка включительно.

В качестве необходимого условия для задачи (6)
выступает уравнение Эйлера

xy yz zx = 
S
2
---.+ +

L = xyz λ xy yz zx
S
2
---–+ + 

  .+

J y( ) = F x y y' x( ), ,( ) x,d

a

b

∫

y a( ) = y0, y b( ) = y1, y' x( ) = 
yd
xd

-----.

F∂
y∂

------
d
xd

----- F∂
y'∂

------- 
   = 0.–

Пример. На каких кривых может достигать экс-
тремума функционал

Уравнение Эйлера имеет вид y" + y = 0; его об-
щим решением является функция y(x)= C1cosx +
+ C2sinx, где C1 и C2 – произвольные постоянные.

Используя граничные условия, получаем C1 = 0 и
C2 = 1, следовательно, экстремум может достигаться
лишь на кривой y = sinx.

àáéèÖêàåÖíêàóÖëäÄü áÄÑÄóÄ

Изопериметрическая задача сводится к отыска-
нию экстремума функционала

при условии

Задача такого типа была известна еще древним
грекам под названием задачи Дидоны. По преда-
нию, легендарная основательница Карфагена цари-
ца Дидона покупала у туземцев землю, на которой
должен быть основан город. Ей соглашались про-
дать только участок, который можно охватить лишь
бычьей шкурой. Тогда Дидона разрезала шкуру на
тонкие ремни и расположила их так, чтобы охватить
наибольшую площадь.

В современном математическом изложении Ди-
дона решила именно изопериметрическую задачу,
выбирая функцию y(x), доставляющую максимум
интегралу

(площади, охваченной ремнем) при заданном зна-
чении интеграла (длине ремня)

Для решения задачи составляется функция Лаг-
ранжа

и для нее решается уравнение Эйлера. Ответ: ок-
ружность.

Рассмотрим более элементарное решение зада-
чи Дидоны, предложенное автором. Пусть искомая
фигура является выпуклой и представляет собой
многоугольник со сторонами x1, x2, …, xn . Выберем

J y( ) = y'( )2 y2–[ ] x; y 0( ) = 0, y
π
2
--- 

   = 1?d

0

π 2⁄

∫

J0 = F x y y', ,( ) x, y' = 
yd
xd

-----,d

a

b

∫

K x y y', ,( ) x = C, C = const.d

a

b

∫

J0 = y xd

a

b

∫

J0 = 1 y'( )2+ x.d

a

b

∫

L = y λ 1 y'( )2+ ,+



ÑàäìëÄê Ç.Ç. áÄÑÄóà çÄ ùäëíêÖåìå èêà çÄãàóàà éÉêÄçàóÖçàâ 121

в этом многоугольнике внутреннюю точку и разо-
бьем многоугольник на треугольники с общей вер-
шиной в выбранной точке. Суммарная площадь S
равна

где h1 , h2 , …, hn суть соответствующие высоты тре-
угольников.

По предположению, x1 + x2 + … + xn = l. Соста-
вим функцию Лагранжа

Из необходимых условий получаем h1 = 2λ, h2 =
= 2λ, …, hn = 2λ, то есть h1 = h2 = h3 = … = hn = h. От-
сюда следует

S = (x1 + x2 + … + xn)h = lh.

Из равенства высот треугольников следует равенст-
во их оснований. Около правильного многоугольни-
ка можно описать окружность радиуса R. Увеличи-
вая мелкость разбиения на треугольники, получим

Из условия l = 2πR получаем радиус окружности R =

= , искомая площадь

áÄÑÄóÄ é ÉÖéÑÖáàóÖëäàï ãàçàüï

Требуется определить линию наименьшей дли-
ны, соединяющую две заданные точки А(x0, y0, z0) и
B(x1, y1, z1) на поверхности ϕ(x, y, z) = 0. Такие крат-
чайшие линии называются геодезическими. Мы
имеем типичную вариационную задачу на связан-
ный или условный экстремум.

Эта задача была решена в 1698 году Я. Бернулли,
но общий метод решения задач такого типа был дан
лишь в работах Л. Эйлера и Ж. Лагранжа.

Расстояние между двумя точками на поверхнос-
ти определяется, как известно, по формуле

В данном случае надо найти минимум l при условии
ϕ(x, y, z) = 0. Эта задача решается с помощью функ-
ции Лагранжа

для которой уравнение Эйлера имеет вид

S = 
1

2
--- x1h1 x2h2 … xnhn+ + +( ),

L = 
1

2
--- x1h1 x2h2 … xnhn+ + +( ) λ l x1 x2–– … xn––( ).+

1

2
--- 1

2
---

S = 
1

2
--- lhn = 

1

2
--- lR.

n ∞→
lim

n ∞→
lim

l
2π
------

S = 
l 2

4π
------.

l  = 1 y'( )2
z'( )2+ + x.d

x0

x1

∫

L = 1 y'( )2
z'( )2+ + λ x( )ϕ x y z, ,( ),+

Из этих трех уравнений определяются искомые
функции y = y(x), z = z(x), λ = λ(x).

Для случая сферы ϕ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − R2 = 0
геодезическими являются большие круги, получаю-
щиеся в пересечении сферы и плоскости, проходя-
щей через начало координат z = αx + βy. Коэффици-
енты α и β определяются из условия прохождения
плоскости через центр сферы и точки А(x0, y0, z0),
B(x1, y1, z1).

èêàçñàè åÄäëàåìåÄ (áÄÑÄóÄ èéçíêüÉàçÄ)

Пусть движение управляемого объекта описыва-
ется системой обыкновенных дифференциальных
уравнений

(7)

Здесь x1(t), x2(t) называются фазовыми переменны-
ми, а u(t) – функция управления. На управляющую
функцию u(t) наложено ограничение вида |u(t) | # 1,
которое можно записать в виде системы двух нера-
венств:

ϕ1(u) = −1 − u # 0,

ϕ2(u) = u − 1 # 0. (8)

Для системы (7) заданы начальные и краевые ус-
ловия

x1(0) = а1, x2(0) = а2,

x2(t1) = b2. (9)

Ставится задача максимизировать x1(t1) (x1(t1) ⇒
⇒  max) при условиях (7)–(9). Поставлена задача,
эквивалентная задаче определения необходимых
условий экстремума для функционала от функции
Лагранжа L,

(10)

где функции λ1(t), λ2(t), µ1(t), µ2(t) представляют со-
бой множители Лагранжа.

Необходимое условие экстремума для функции
u (t) имеет вид

(11)

µ1(t) $ 0, µ2(t) $ 0,

λ x( ) ϕ∂
y∂

------ d
xd

----- y'

1 y'( )2
z'( )2+ +

------------------------------------------  = 0, ϕ x y z, ,( ) = 0,–

λ x( ) ϕ∂
z∂

------ d
xd

----- z'

1 y'( )2
z'( )2+ +

------------------------------------------  = 0.–

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, t 0 t1,[ ] .∈

J = L td

0

t1

∫  =

= λ1 t( ) ẋ1 x2–( ) λ2 t( ) ẋ2 u–( ) µ1 t( )ϕ1 µ2 t( )ϕ2++ +[ ] t,d

0

t1

∫

L∂
u∂

------  = λ2 t( )– µ1 t( ) µ2 t( ) = 0,+–
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причем для µ1(t) и µ2(t) выполнено условие дополня-
ющей нежесткости

µ1(t)ϕ1(u) = 0, µ2(t)ϕ2(u) = 0. (12)

Из условия (12) следует, что максимум достига-
ется на границе области, то есть u = ±1. Действи-
тельно, при λ2(t) $ 0 имеем µ2(t) = λ2(t), что влечет за
собой u = 1; при λ2(t) < 0 получим µ1(t) = −λ2(t), то
есть u = −1.

В принципе максимума принят другой форма-
лизм определения оптимального управления. Вмес-
то вспомогательной функции Лагранжа L вводят в
рассмотрение функцию Понтрягина

(13)

Здесь сопряженные функции ψ1(t), ψ2(t) играют
роль множителей Лагранжа λ1(t) и λ2(t) (10). Они оп-
ределяются системой уравнений

(14)

откуда следует, что ψ1 = C1; ψ2 = C2 − C1t, где C1 и C2 –
произвольные постоянные.

Основное необходимое условие, которому
должно удовлетворять управление u (t), чтобы быть
оптимальным, можно записать в виде теоремы о
максимуме: если u0(t) – оптимальное управление, то
оно доставляет максимум функции Π (13), то есть

(15)

Обычно для сопряженной переменной ψ1(t), со-
ответствующей функционалу x1(t1) ⇒  max, полагают
ψ1(t1) = 1, откуда следует ψ1(t) ≡ 1. Таким образом,
мы получаем однопараметрическую краевую задачу
по выбору произвольной постоянной C2, чтобы
удовлетворить краевому условию x2(t1) = b2.

Отметим, что принцип максимума сводит ис-
ходную задачу к решению краевой задачи для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Сравнение принципа максимума и классичес-
кого вариационного исчисления для систем линей-
ных по управлению u(t) показывает их эквивалент-
ность. Этот результат верен и для выпуклой области
управления u(t).

Во всех других случаях принцип максимума поз-
воляет определить экстремум в более широком
классе функций u(t) для произвольной ограничен-
ной области управления (в классическом вариаци-
онном исчислении рассматриваются кусочно-глад-
кие функции).

Общая формулировка задачи Понтрягина и прин-
ципа максимума приведена в работе [6]. Там же рас-

Π  = ψ1 ẋ1 ψ2 ẋ2+  = ψ1x2 ψ2u.+

ψ̇1 = 
ψ1∂
t∂

---------  = 
Π∂
x1∂

-------  = 0,–

ψ̇2 = 
ψ2∂
t∂

---------  = 
Π∂
x2∂

-------  = ψ1,––

u = 
1 если ψ2 $ 0;,

1 если ψ2 < 0.,–

смотрены вопросы решения краевых задач на базе
принципа максимума.

áÄÑÄóà ëé ëåÖòÄççõåà éÉêÄçàóÖçàüåà

Для системы (7) задано совместное ограничение
типа неравенства (смешанное ограничение) на фа-
зовую координату x1(t) и управление u(t)

(16)

Рассматривается задача о максимуме x1(t1), если вы-
полнены ограничения (7)–(9), (16).

Если на оптимальной траектории при любом t ∈
∈  [0, t1] выполнено условие ϕ(x1, u) < 0, то рассмат-
риваемая задача сводится к задаче Понтрягина. В
противном случае получаем задачу Дубовицкого–
Милютина (задача DМ) [6].

Пусть на оптимальной траектории в какой-то
момент времени t0 ∈  [0, t1] выполнено соотношение
ϕ(x1, u) = 0. Тогда из уравнения (16) имеем

Необходимый знак перед корнем определяется
из условия максимума функции Π (13), а именно

(17)

В этом случае сопряженные переменные удовлетво-
ряют системе

(18)

где L = Π − λ(t)ϕ(x, u) представляет собой функцию
Лагранжа. Множитель Лагранжа λ(t) определяется
из условия

Траектория считается регулярной, если

Таким образом, в регулярном случае при движе-
нии по ограничению ϕ(x1, u) = 0 изменяются пра-
вые части системы сопряженных дифференциаль-
ных уравнений

а оптимальное управление вычисляется из условия
связи ϕ(x1, u) = 0 согласно процедуре (17).

ϕ x1 u,( ) = u2 t( ) x1

2 t( ) a # 0, a > 1.–+

u t0( ) = a x1

2 t0( )– .±

u0 t0( ) = 
a x1

2 t0( )– при ψ2 t0( ) $ 0,

a x1

2 t0( )–– при ψ2 t0( ) < 0.

ψ1d
td

---------  = 
L∂
x1∂

-------– ,

ψ2d
td

---------  = 
L∂
x2∂

-------– ,

L∂
u∂

------  = 0: ψ2– 2λ t0( )u = 0,+

λ t0( ) = 
ψ2 t0( )
u t0( )
---------------, λ t0( ) $ 0, λϕ  = 0.

ϕ∂
u∂

------  = 2u 0.≠

ψ̇1 = 2x1 t( )λ t( ), ψ̇2 = ψ1,–
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Основная трудность в решении поставленной
задачи связана с определением момента схода с огра-
ничения ϕ(x1, u) = 0. Дополнительный анализ пока-
зывает, что в регулярном случае оптимальная траек-
тория будет находиться на ограничении на отрезке
[t0, t1]. В этом случае решение краевой задачи сво-
дится к выбору начальных значений ψ1(0), ψ2(0) та-
ким образом, чтобы удовлетворить краевым услови-
ям ψ(t1) = 1, x2(t1) = b2. Полученная краевая задача
будет в этом случае двухпараметрической.

В нерегулярном случае существует такая точка τ,
что u(τ) = 0, τ ∈  [0, t1]. В такой точке связь ϕ(x1, u) не

будет нарушена, если  Однако здесь появ-

ляются трудности в определении множителя Лаг-

ранжа 

Вопросы построения нерегулярных траекторий
рассмотрены в [6].

áÄäãûóÖçàÖ

Рассмотрение задач оптимизации с ограничени-
ями типа равенств и неравенств на уровне необхо-
димых условий сводится к проблеме безусловного
экстремума с помощью принципа Лагранжа. Ока-
зывается, что этот принцип распространяется на за-
дачи довольно сложной природы, в том числе и на
уравнения с частными производными. Однако каж-
дый раз такой принцип требует обоснования. Ука-
занное обстоятельство связано с появлением анор-
мальных или вырожденных задач, для исследования
которых требуются другие методы.

Основной проблемой при решении задач с фазо-
выми и смешанными ограничениями является ис-
следование геометрии оптимальной траектории. Под
геометрией понимается тип контакта фазовой тра-
ектории с ограничениями, а также определение мо-
ментов схода с ограничений типа неравенств. До
сих пор этот вопрос в общем случае не решен. В ра-
боте [6] приведены примеры исследования геомет-
рии оптимальной траектории для линейных задач.

В последнее время в России и за рубежом боль-
шое внимание уделяется алгебро-дифференциаль-
ным уравнениям при рассмотрении вопроса ин-
тегрирования обыкновенных дифференциальных
уравнений с разнотемповыми процессами. Под-
черкнем, что такие уравнения являются частным
случаем в задаче Дубовицкого–Милютина.

ẋ1 τ( ) = 0.

λ τ( ) = 
ψ2 τ( )
u τ( )
--------------.

Следует отметить также связь между теорией оп-
тимального управления и задачами механики при
наличии связей.

Задачи управления с ограничениями общего ви-
да тесно связаны с многокритериальными задачами
управления и являются более продвинутыми в
смысле результатов и корректности постановки ис-
ходной задачи.

В теории оптимального управления принцип
максимума – единственный аппарат, при помощи
которого можно находить решение задачи или опи-
сывать его свойства, если, конечно, не принимать
во внимание приближенные вычисления.

Не следует думать, что принцип максимума иг-
рает в оптимальном управлении гораздо большую
роль, чем в вариационном исчислении. Строго го-
воря, не существует четкой границы между задача-
ми оптимального управления и задачами вариаци-
онного исчисления.
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