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СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ
И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

 

Ç. Ç. ëàãúÇÖëíêéÇ
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Степенные ряды благодаря их простоте и заме-
чательным свойствам нашли применение практи-
чески во всех разделах математики, физики и других
наук. Рассматриваемые как предел многочленов
при стремлении их степеней к бесконечности, они
обладают почти всеми свойствами многочленов с
той разницей, что для многих рядов эти свойства
выполняются не для всех значений аргумента, а
лишь для некоторого ограниченного множества
значений.

В статье приводятся основные свойства степен-
ных рядов и на конкретных примерах раскрываются
возможности и особенности использования сте-
пенных рядов для решения тех или иных задач.
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Степенным рядом называется выражение вида

(1)

рассматриваемое как предел последовательности
многочленов

(2)
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, … – постоянные числа, называемые коэф-
фициентами ряда. Числа 
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, …, 

 

x

 

0

 

 и переменная 

 

x

 

могут быть как действительными, так и комплекс-
ными. Заменой 

 

x

 

 

 

−

 

 

 

x

 

0

 

 = 

 

y

 

 ряд (1) приводится к ряду
чисто по степеням 

 

y

 

, поэтому без ограничения общ-
ности можно считать 

 

x

 

0

 

 = 0, что и будем предпола-
гать в дальнейшем. Кроме того, будем рассматри-
вать только действительные ряды, то есть когда
коэффициенты и переменная суть действительные
числа, хотя все приводимые ниже свойства справед-
ливы и для комплексных рядов.

Если для некоторого значения переменной 

 

x

 

числовая последовательность 

 

P

 

n

 

(

 

x

 

), 

 

n

 

 = 1, 2, …, име-
ет конечный предел, то значение этого предела на-
зывается суммой ряда (1), сам ряд называется схо-
дящимся в точке 

 

x

 

, а множество 

 

X

 

 = {

 

x

 

} всех таких 

 

x

 

называется областью сходимости ряда. Пусть

ak x x0–( )k
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∞
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… an x x0–( )n
…,+ +

Pn x( ) = a0 a1 x x0–( ) a2 x x0–( )2
…+ + +

… an x x0–( )n+ , n = 1, 2, …,

Pn x( ) = S x( )
n ∞→
lim , x X.∈
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The fundamental pro-
perties of power series
are presented. Specific
examples of the power
series method as applied
to the solution of different
type of problems are
considered.

èË‚Ó‰flÚÒfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â
Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı fl-
‰Ó‚. ç‡ ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı ÔË-
ÏÂ‡ı ‡ÒÍ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÚ¸
ÏÂÚÓ‰‡ ÒÚÂÔÂÌÌ˚ı fl-
‰Ó‚ ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í
Â¯ÂÌË˛ Á‡‰‡˜ ‡ÁÌ˚ı
ÚËÔÓ‚.

 

©
 ë

ËÎ
¸‚

ÂÒ
Ú

Ó‚
 Ç

.Ç
., 

19
98



 

ëàãúÇÖëíêéÇ Ç.Ç. 

 

ëíÖèÖççõÖ êüÑõ à àï èêàãéÜÖçàü

 

125

  

Тогда пишут

(3)

Для каждого степенного ряда (3) найдется такое
число 0 

 

#

 

 

 

R

 

 

 

#

 

 +∞, что в интервале (

 

−

 

R

 

, 

 

R

 

) ряд схо-
дится; на лучах (

 

−

 

∞, 

 

−

 

R

 

), (

 

R

 

, +∞) ряд расходится
(то есть последовательность (2) не имеет конечного
предела); в точках 

 

x

 

 = 

 

R

 

, 

 

x

 

 = 

 

−

 

R

 

 ряд либо сходится,
либо расходится, либо в одной точке сходится, а в
другой расходится. При этом в случае 

 

R

 

 = 0 надо
считать (

 

−

 

R

 

, 

 

R

 

) = {0}, а в случае 

 

R

 

 = + ∞ считать
(

 

−

 

∞, 

 

−

 

R

 

) = , (

 

R

 

, +∞) = . Таким образом, область
сходимости ряда (3) есть интервал (

 

−

 

R

 

, 

 

R

 

) с присо-
единенными концами или нет в зависимости от
случая. Число 

 

R

 

 называется радиусом сходимости
степенного ряда, а интервал (

 

−

 

R

 

, 

 

R

 

) – интервалом
сходимости. Имеются разные формулы, позволяю-
щие находить 

 

R

 

 через коэффициенты ряда.

Степенные ряды складываются, вычитаются,
умножаются, в том числе возводятся в квадрат, куб
и другие степени так же, как многочлены, путем
приведения подобных членов. При этом, как и мно-
гочлены, два степенных ряда совпадают тогда и
только тогда, когда совпадают их коэффициенты
при одинаковых степенях переменной. Деление
степенных рядов друг на друга также можно выпол-
нять уголком, как деление многочленов. Однако
удобнее найти частное

методом неопределенных коэффициентов: умно-
жая ряд в знаменателе на ряд в правой части ра-
венства и приравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях 

 

x

 

 у полученного ряда и ряда в
числителе. В результате получится бесконечное
множество уравнений
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откуда при 

 

b

 

0

 

  0 неизвестные коэффициенты 

 

c

 

0

 

,

 

c

 

1

 

, … находятся последовательно друг за другом. За-
метим, что частное двух многочленов является, вооб-
ще говоря, уже не многочленом, а рядом. Например,

(4)

При решении некоторых задач в один степенной
ряд вместо переменной приходится ставить другой

akx
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∑  = S x( ), x X.∈

a0 a1x … anxn
…++ + +

b0 b1x … bnxn
…+ + + +

-----------------------------------------------------------  = c0 c1x … cnxn
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11

2
n 1+

----------xn
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степенной ряд. В результате после возведения внут-
ренних рядов в степени и объединения подобных
членов получится новый степенной ряд, коэффи-
циенты которого выражаются через коэффициенты
исходных рядов.

В области сходимости сумма S(x) степенного ря-
да (3) является непрерывной функцией и, более то-
го, имеет производные всех порядков, которые мож-
но найти почленным дифференцированием, то есть

и т.д. Также интеграл от S(x) в области сходимости
ряда можно найти почленным интегрированием:

Все описанные выше операции над степенными
рядами имеют место в некоторой окрестности точ-
ки x = 0, размеры которой зависят от коэффициен-
тов исходных рядов. Например, равенство (4) имеет
место при |x | < 2.

Рассмотрим комплексный степенной ряд

(Ak = ak + ibk – комплексные числа) на окружности
|z | = 1. Точки этой окружности имеют вид z = cosϕ +
+ isinϕ, 0 # ϕ # 2π. Тогда zk = coskϕ + isinkϕ, и ряд
имеет вид

0 # ϕ # 2π.

Следовательно, действительная и мнимая части
комплексного степенного ряда на окружности пред-
ставляют собой тригонометрические ряды Фурье, с
которыми читатель уже познакомился по статье [1].
Данное свойство широко используется для решения
с помощью степенных рядов (комплексных) многих
задач математической физики, например задач рас-
пространения тепла в круге, обтекания кругового
цилиндра жидкостью, равновесия упругого кругово-
го цилиндра, изгиба круглой пластинки и др.

ÇõóàëãÖçàü ë èéåéôúû 
ëíÖèÖççõï êüÑéÇ

Применение степенных рядов для решения раз-
личных задач основано на возможности представле-
ния многих функций, в частности всех элементарных

S' x( ) = kakx
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∑  = a1 2a2x 3a3x2
…,++ +
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∞
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∞
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------------xk 1+
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∞

∑ .
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k
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∞

∑

F z( ) = a0 ak kϕ bk kϕsin–cos( ) +
k 1=

∞

∑+

i b0 bk kϕ ak kϕsin+cos( )
k 1=

∞

∑++ ,
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функций, в виде сумм степенных рядов, называемых
рядами Тейлора. Простейшим примером ряда Тейло-
ра служит разложение функции 1/(1 − x) при |x| < 1 в
бесконечно убывающий геометрический ряд:

Ряд в правой части равенства (4) также представляет
собой ряд Тейлора соответствующей функции. Для
многих функций их разложения в ряд Тейлора мож-
но найти в учебниках и справочниках по математи-
ке. С помощью этих разложений можно с любой
точностью вычислить значения различных функ-
ций, интегралов, чисел e, π и др., найти пределы и
т.д. Именно на них основаны все вычисления с эле-
ментарными и специальными функциями, произ-
водимые компьютерами.

В качестве примера, используя разложение

вычислим значение ex при x = 1, то есть число

Невыписанные члены ряда  в сумме не

превосходят суммы бесконечно убывающей геомет-

рической прогрессии с первым членом  и со зна-

менателем , то есть значения

Используя разложение

(5)

вычислим интегральный синус:

В частности, при x = π отсюда находим

Аналогично путем разложения подынтеграль-
ной функции в степенной ряд и его почленного ин-
тегрирования находятся и другие интегралы.

1

1 x–
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… xn
…+ + + + +
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Многие уравнения и системы уравнений с двумя
и более переменными, некоторые из которых надо
найти через остальные, можно решать с помощью
степенных рядов. Для этого заданные функции, че-
рез которые записано уравнение, надо разложить в
степенные ряды и искать неизвестные в виде рядов.
После этого для нахождения неизвестных коэффи-
циентов рядов будут получены новые уравнения,
решения которых во многих случаях находятся без
особых затруднений. Полученные таким образом
решения исходного уравнения вполне пригодны
как для вычислений, так и для других операций.

Продемонстрируем описанный метод на приме-
ре уравнения Кеплера

y = a + xsiny,

играющего важную роль в астрономии. Здесь y –
эксцентрическая аномалия планеты, a – ее средняя
аномалия, x – эксцентриситет орбиты планеты.
Считая y неизвестной функцией от x, будем искать
ее в виде

y = c0 + c1x + c2x
2 + … (6)

Разложив siny по формуле (5) в ряд Тейлора по сте-
пеням y и подставив вместо y ряд (6), после возведе-
ния этого ряда в степени и приведения подобных
членов получим

Из этого равенства, приравняв коэффициенты при
одинаковых степенях x слева и справа, найдем по-
следовательно неизвестные

и саму функцию

Доказано, что это разложение верно при |x | <
< 0,6627…

Если уравнение Кеплера записать в виде y = x +
+ bsiny и снова считать y неизвестной функцией от

c0 c1x c2x2
… = a x c0 c1x c2x2

…+ + +( ) –+++ +

x
3!
----- c0 c1x c2x2

…++ +( )3
– …+

c0 = a,

c1 = c0

c0

3

3!
-----–

c0

5

5!
----- … = c0sin  = a,sin–+

c2 = c1

3

3!
-----c0

2c1–
5

5!
-----c0

4c1 … =–+

= c1 1
c0

2

2!
-----–

c0

4

4!
----- …–+ 

   = acosa = sin
1

2
--- 2a, …sin

y = a asin( )x
1

2
--- 2asin( )x2 1

2
--- 2 a 3sin

2a–sin( )x3
…+ + + +
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x, то при b 1, выполнив аналогичные действия, по-
лучим

Рекомендуем читателю проделать соответствующие
действия.

êÖòÖçàÖ ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï ìêÄÇçÖçàâ 
ë èéåéôúû ëíÖèÖççõï êüÑéÇ

Особенно часто и эффективно степенные ряды
используются для точного и приближенного реше-
ния дифференциальных уравнений, обыкновенных
и с частными производными. Не вдаваясь в слож-
ные теоретические обоснования, рассмотрим диф-
ференциальное уравнение Бесселя

x2y" + xy' + (x2 − n2)y = 0, (7)

где n – постоянная (необязательно целая), x – неза-
висимая переменная, а y = y(x) – искомая функция.
Решения этого уравнения, называемые функциями
Бесселя, нашли применение практически во всех
областях современного естествознания.

Будем искать y в виде обобщенного степенного
ряда

где p, ak – неизвестные постоянные, причем a0  0.
Дифференцируя этот ряд дважды под знаком сум-
мы, подставим выражения функции y и ее производ-
ных y', y" в уравнение (7). Затем сделаем приведение
подобных членов, и коэффициенты полученного
ряда приравняем нулю. После этого получим беско-
нечную систему уравнений

a0(p2 − n2) = 0,

a1[(p + 1)2 − n2] = 0,

ak[(p + k)2 − n2] + ak − 2 = 0, k = 2, 3, 4, …,

откуда находим

p = ±n, a1 = a3 = a5 = … = 0,

y = 
1

1 b–
-----------x

b

3! 1 b–( )4
------------------------x3 b 9b2+

5! 1 b–( )7
------------------------x5

…–+–

y = akx
k p+

,

k 0=

∞

∑

a2m = 
1–( )ma0

2
2mm! p 1+( ) p 2+( )… p m+( )

---------------------------------------------------------------------------, m = 1, 2, …

В случае нецелого n функции y1(x) и y2(x), соответст-
вующие значениям p = n и p = −n, являются линей-
но-независимыми и любое другое решение диффе-
ренциального уравнения (7) имеет вид y = c1y1(x) +
+ c2y2(x), где c1, c2 – постоянные. В случае целого n
эти функции отличаются друг от друга только по-
стоянным множителем, поэтому определяют лишь
одно из двух линейно-независимых решений диф-
ференциального уравнения.

Предлагаем читателю найти методом степенных
рядов решения дифференциальных уравнений

1) y" = xy,

2) xy" + (3 + x2)y' + 30y = 6x4 + 58x3 − 8x + 30,

удовлетворяющие условиям y(0) = 1, y'(0) = 0.

(Ответы:

1) 

2) y = 1 − x2 + 2x3.)

Приведенные в статье примеры отражают лишь
малую часть всевозможных типов задач, решения
которых выгодно и удобно находить методом сте-
пенных рядов. Множество таких задач практически
неисчерпаемо.
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