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åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡

 

Эта статья естественно примыкает к нашей пре-
дыдущей статье [1]. При решении многих актуаль-
ных задач математической физики возникает необ-
ходимость раскладывать произвольную функцию
по специальному базису, состоящему из собствен-
ных (а в несамосопряженной ситуации из собствен-
ных и присоединенных) функций так называемой
задачи на собственные значения для линейного
дифференциального оператора.

Необходимость такого разложения возникает
при решении нестационарных задач методом разде-
ления переменных.

Отправляясь от элементарной формулы интег-
рирования по частям, мы на модели линейного
обыкновенного дифференциального оператора
второго порядка вводим понятия самосопряженно-
го и несамосопряженного формальных дифферен-
циальных операторов и самосопряженных и неса-
мосопряженных краевых условий.

После этого рассматриваются сопряженная и
несамосопряженная задачи на собственные значе-
ния. Мы показываем, что, в то время как для самосо-
пряженной задачи на собственные значения система
одних собственных функций образует ортонормиро-
ванный базис (разложение по которому, как следует
из статьи [1], эквивалентно разложению в ряд Фу-
рье), в случае несамосопряженной задачи на собст-
венные значения система одних собственных функ-
ций не только не образует базиса, но и не является
замкнутой.

Для получения замкнутой системы собственные
функции приходится дополнять присоединенными
функциями. (Объединение систем собственных и
присоединенных функций называют системой кор-
невых функций.)

Мы приводим установленную автором статьи
теорему о необходимых и достаточных условиях ба-
зисности систем корневых функций, отвечающей
произвольным краевым условиям, и иллюстрируем
приложение этой теоремы примерами.

 

BASES OF THE ROOT 
FUNCTIONS
OF DIFFERENTIAL 
OPERATORS

 

V. A. IL’IN

 

Taking a linear ordinary
differential operator of the
second order as a simple
model, we discuss a
question important in sev-
eral problems of mathe-
matical physics, whether
root functions (i.e. eigen
and adjoint functions) of
this operator form a basis
to expand an arbitrary
function.
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îéêåìãÄ àçíÖÉêàêéÇÄçàü èé óÄëíüå

 

Функция 

 

f

 

(

 

x

 

) одной независимой переменной 

 

x

 

называется 

 

непрерывной в данной точке

 

 

 

x

 

 = 

 

c

 

, в окре-
стности которой она определена, если существует
предел этой функции при 

 

x

 

, стремящемся к 

 

c

 

,

и если этот предел равен значению 

 

f

 

(

 

c

 

) функции 

 

f

 

(

 

x

 

)
в точке 

 

x

 

 = 

 

c

 

.

Функция 

 

f

 

(

 

x

 

), определенная на сегменте [

 

a

 

 

 

#

 

 

 

x

 

 

 

#
#

 

 b

 

], называется 

 

непрерывной на этом сегменте

 

, если
эта функция непрерывна в каждой точке 

 

x

 

 сегмента
[

 

a

 

, 

 

b

 

].

Если каждая из двух функций 

 

u

 

(

 

x

 

) и 

 

υ

 

(

 

x

 

) непре-
рывна на сегменте [

 

a

 

, 

 

b

 

] и имеет непрерывную на
этом сегменте производную первого порядка, то для
этих двух функций справедлива формула

(1)

называемая 

 

формулой интегрирования по частям

 

 и
доказываемая в любом курсе математического ана-
лиза (см., например, [2]).

Если дополнительно потребовать, чтобы функ-
ция 

 

u

 

(

 

x

 

) имела непрерывную на сегменте [

 

a

 

, 

 

b

 

] про-
изводную второго порядка 

 

u

 

"(

 

x

 

), то, взяв в формуле
(1) вместо 

 

u

 

(

 

x

 

) функцию 

 

u

 

'(

 

x

 

), получим равенство

(2)

Если еще потребовать, чтобы и функция 

 

υ

 

(

 

x

 

)
имела непрерывную на сегменте [

 

a

 

, 

 

b

 

] производную
второго порядка 

 

υ

 

"(

 

x

 

), то, взяв в (1) вместо 

 

υ

 

(

 

x

 

)
функцию 

 

υ

 

'(

 

x

 

), получим равенство

(3)

Сопоставляя равенства (2) и (3), получим формулу

(4)

f x( )
x c→
lim

u' x( )υ x( ) x = d

a

b

∫

= u b( )υ b( ) u a( )υ a( )–[ ] u x( )υ ' x( ) x,d

a

b

∫–

u" x( )υ x( ) x = d

a

b

∫

= u' b( )υ b( ) u' a( )υ a( )–[ ] u' x( )υ ' x( ) x.d

a

b

∫–

u' x( )υ ' x( ) xd

a

b

∫  =

= u b( )υ ' b( ) u a( )υ ' a( )–[ ] u x( )υ" x( ) x.d

a

b

∫–

u" x( )υ x( ) x = u' b( )υ b( ) u' a( )υ a( )–[ ] –d

a

b

∫

u b( )υ ' b( ) u a( )υ ' a( )–[ ]– u x( )υ" x( ) x,d

a

b

∫+

часто называемую формулой Грина.

Будем говорить, что произвольная функция f(x)
принадлежит классу C2[a, b], если эта функция не-
прерывна на сегменте [a, b] и имеет на этом сегмен-
те непрерывные производные первого и второго по-
рядков.

Тогда можно сказать, что формула Грина (4)
справедлива для любых функций u(x) и υ(x), при-
надлежащих классу C2[a, b].

ëÄåéëéèêüÜÖççõÖ
à çÖëÄåéëéèêüÜÖççõÖ îéêåÄãúçõÖ 
ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ éèÖêÄíéêõ

В дальнейшем нам придется рассматривать ком-
плекснозначную функцию действительной перемен-
ной x. Так мы называем функцию f(x), значениями
которой в каждой точке x являются комплексные
числа вида f(x) = f1(x) + if2(x), где i – корень квадрат-

ный из числа −1, , а f1(x) и f2(x) – обычные

действительнозначные функции действительной
переменной x. При этом будем говорить, что ком-
плекснозначная функция f(x) принадлежит классу

C2[a, b], если каждая из функций f1(x) и f2(x) принад-

лежит этому классу.

Формальным линейным обыкновенным дифферен-
циальным оператором второго порядка называется
выражение вида

Lu = u"(x) + p(x)u'(x) + q(x)u(x), (5)

в котором u(x) – комплекснозначная функция,
принадлежащая классу C2[a, b], а p(x) и q(x) – задан-
ные функции (для простоты действительнознач-
ные), первая из которых непрерывна на сегменте [a,
b] и имеет непрерывную на этом сегменте первую
производную, а вторая только непрерывна на сег-
менте [a, b].

Для комплексного числа z = a + ib назовем ком-
плексное число a − ib, обычно обозначаемое симво-
лом , комплексно сопряженным к z.

Назовем скалярным произведением двух интегри-
руемых на сегменте [a, b] комплекснозначных
функций f(x) и g(x) комплексное число, обозначае-
мое символом (f, g) и равное

(6)

Легко убедиться в том, что скалярное произведение
(6) обладает следующими свойствами:

1)  (для любых комплекснознач-

ных функций f(x) и g(x));

2) (λ f, g) = λ( f, g),  (для любого

комплексного числа λ и любых комплекснозначных
функций f(x) и g(x));

3) (f + g, h) = (f, h) + (g, h) (для любых трех ком-
плекснозначных функций f(x), g(x) и h(x));

i  = 1–

z

f g,( ) = f x( )g x( ) x.d

a

b

∫

f g,( ) = g f,( )

f λg,( ) = λ f g,( )
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4) (f, f) $ 0 (для любой комплекснозначной
функции f(x)).

Договоримся еще, что произвольная комплекс-
нозначная функция имеет на сегменте [a, b] ком-
пактный носитель, если эта функция отлична от ну-
ля только на некотором сегменте [c, d], лежащем
строго внутри интервала (a, b).

Определение 1. Формальный дифференциальный
оператор второго порядка L* называется сопряжен-
ным к формальному дифференциальному оператору
второго порядка L, если для любых двух комплекс-
нозначных функций u(x) и υ(x), принадлежащих
классу C2[a, b] и имеющих на сегменте [a, b] ком-
пактный носитель, справедливо равенство

 (Lu, υ) = (u, L*υ). (7)

Убедимся, что формальный дифференциальный
оператор L*, сопряженный к формальному диффе-
ренциальному оператору L, определяемому равен-
ством (5), имеет вид

L*υ = υ"(x) − [p(x)υ(x)]' + q(x)υ(x). (8)

Действительно, для функций u(x) и υ(x), принадле-

жащих классу C2[a, b] и имеющих на сегменте [a, b]
компактный носитель, все величины, стоящие в
формуле Грина (4) в квадратных скобках, обраща-
ются в нуль, и формула Грина (4), если в ней взять

 вместо υ(x), принимает вид

(9)

Далее из элементарной формулы интегрирования
по частям (1) с учетом обращения в ней в нуль вели-
чины, стоящей в квадратных скобках, получим, бе-

ря в этой формуле  вместо υ(x):

(10)

Складывая почленно левые и правые части (9), (10)
и тривиального тождества

(11)

получим соотношение (7), в котором формальный
дифференциальный оператор L определяется ра-
венством (5), а формальный дифференциальный
оператор L* – равенством (8).

Определение 2. Формальный дифференциаль-
ный оператор второго порядка L называется самосо-
пряженным, если он совпадает с сопряженным к не-
му формальным дифференциальным оператором
L*, то есть если для любых двух комплекснозначных
функций u(x) и υ(x), принадлежащих классу C2[a, b]
и имеющих на сегменте [a, b] компактный носи-
тель, справедливо равенство

υ x( )

u" x( )υ x( ) xd

a

b

∫  = u x( )υ" x( ) xd

a

b

∫ .

p x( )υ x( )

p x( )u' x( )[ ]υ x( ) xd

a

b

∫  = u x( ) p x( )υ x( )[ ] ' xd

a

b

∫ .

q x( )u x( )υ x( ) xd

a

b

∫  = u x( )q x( )υ x( ) x,d

a

b

∫

 (Lu, υ) = (u, Lυ). (12)

Оператор L, не являющийся самосопряженным,
называется несамосопряженным.

Сопоставление равенств (5) и (8) приводит к за-
ключению, что формальный дифференциальный
оператор второго порядка (5) является самосопря-
женным в случае, когда фигурирующая в нем функ-
ция p(x) тождественно равна нулю, то есть в случае,
когда этот оператор имеет вид

Lu = u"(x) + q(x)u(x). (13)

Формальный дифференциальный оператор (13)
часто называют одномерным оператором Шрёдинге-
ра, а фигурирующую в нем функцию q(x) – потен-
циалом.

Если же p(x) ò 0, формальный дифференциаль-
ный оператор второго порядка (5) не является само-
сопряженным.

ëéèêüÜÖççõÖ äêÄÖÇõÖ ìëãéÇàü

Формальные дифференциальные операторы (5)
и (8) используются в математической физике для
постановки краевых задач и задач на собственные
значения. Для этого следует присоединить к фор-
мальному дифференциальному оператору краевые
условия, которым должно удовлетворять решение
порождаемого этим оператором дифференциально-
го уравнения.

Для каждого из сопряженных формальных диф-
ференциальных операторов (5) и (8) краевые усло-
вия обычно состоят из двух соотношений:

P1(u) = 0,  P2(u) = 0 (14)

для оператора (5) и

Q1(υ) = 0, Q2(υ) = 0 (15)

для оператора (8). При этом при l = 1, 2 величина
P1(u) в (14) имеет вид

где α l, βl, γl и δl – некоторые действительные числа,
и при l = 1, 2 величина Ql(υ) в (15) имеет вид

где  – некоторые действительные числа.

Краевые условия (15), поставленные для фор-
мального дифференциального оператора L*, назы-
ваются сопряженными к краевым условиям (14), по-
ставленным для формального дифференциального
оператора L, если для любых двух (вообще говоря,
комплекснозначных) функций u(x) и υ(x), принад-
лежащих классу C2[a, b], первая из которых удовлет-
воряет краевым условиям (14), а вторая – краевым
условиям (15), справедливо равенство (7).

Если при этом краевые условия (14) и (15) совпа-
дают, то есть справедливы равенства

P1 u( ) = α lu a( ) βlu b( ) γlu' a( ) δlu' b( )+ + + ,

Ql υ( ) = α̂ lυ a( ) β̂lυ b( ) γ̂lυ ' a( ) δ̂lυ ' b( ),+ + +

α̂ l β̂l γ̂l  и δ̂l, ,
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Q1(u) = P1(u), Q2(u) = P2(u), (16)

то краевые условия (14) называются самосопряжен-
ными. Краевые условия (14), для которых наруша-
ются равенства (16), называются несамосопряжен-
ными.

Приведем простейшие примеры. Проверим, что
так называемые краевые условия первого рода

u(a) = 0, u(b) = 0, (17)

поставленные для произвольного (необязательно
самосопряженного) формального дифференциаль-
ного оператора (5), являются самосопряженными.

Пусть u(x) и υ(x) – две произвольные комплекс-
нозначные функции из класса C2[a, b], первая из
которых удовлетворяет краевым условиям (17), а
вторая – совпадающим с (17) краевым условиям

υ(a) = 0, υ(b) = 0.

Тогда в формуле Грина (4), в которой вместо υ(x)

взята функция , выражения, стоящие в обеих
квадратных скобках, обращаются в нуль, и эта фор-
мула превращается в равенство (9).

В формуле (1), в которой вместо υ(x) взята функ-

ция , выражение, стоящее в квадратных
скобках, обращается в нуль, и эта формула превра-
щается в равенство (10). Складывая почленно ра-
венства (9) и (10) и тождество (11), придем к соотно-
шению (7).

Аналогично доказывается, что так называемые
краевые условия второго рода

u'(a) = 0, u'(b) = 0,

поставленные для произвольного самосопряжен-
ного формального дифференциального оператора
(13), также являются самосопряженными. (Прове-
дите рассуждения сами.)

Приведем пример несамосопряженных краевых
условий. Рассмотрим нелокальные краевые условия1

u(a) = 0, u'(a) = u'(b). (18)

Убедимся в том, что если краевые условия (18)
поставлены для самосопряженного формального
дифференциального оператора (13), то сопряжен-
ными к краевым условиям (18) являются следую-
щие также нелокальные краевые условия

υ(a) = υ(b), υ'(b) = 0. (19)

Действительно, если принадлежащие классу

C2[a, b] функции u(x) и υ(x) удовлетворяют краевым
условиям (18) и (19) соответственно, то в формуле

Грина (4), в которой вместо υ(x) взята функция ,
выражения, стоящие в обеих квадратных скобках,
обращаются в нуль, и эта формула превращается в

1 Термин “нелокальные” объясняется тем, что второе из
условий (18) связывает значения функции u(x) в двух раз-
личных граничных точках x = a и x = b.

υ x( )

p x( )υ x( )

υ x( )

равенство (9), которое при сложении с тождеством
(11) дает соотношение (7), в котором L* = L.

Заметим, что вид краевых условий (15), сопря-
женных к краевым условиям (14), зависит от вида
формального дифференциального оператора L, для
которого поставлены краевые условия (14).

Так, если вместо самосопряженного формаль-
ного дифференциального оператора (13) взять об-
щий формальный дифференциальный оператор
второго порядка (5), в котором функция p(x) не рав-
на тождественному нулю, то краевые условия, со-
пряженные к краевым условиям (18), будут опреде-
ляться не равенствами (19), а равенствами вида

υ(a) = υ(b), υ'(b) − p(b)υ(b) = 0. (20)

Действительно, если функции u(x) и υ(x) из

класса C2[a, b] удовлетворяет краевым условиям
(18) и (20) соответственно, то при почленном сло-
жении формул (4) и (11), в которых вместо υ(x) взя-

та функция , и формулы (1), в которой вместо

υ(x) взята функция , получим, что все сто-
ящие в квадратных скобках величины взаимно
уничтожаются, и придем к соотношению (7).

èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà 
çÄ ëéÅëíÇÖççõÖ áçÄóÖçàü

Пусть L – формальный дифференциальный
оператор (5), а (14) – поставленные для него крае-
вые условия.

Задача на собственные значения заключается в
отыскании таких (вообще говоря, комплексных)
значений числового параметра λ, для которых су-
ществует отличное от тождественного нуля и при-
надлежащее классу C2[a, b] решение u(x) дифферен-
циального уравнения Lu(x) + λu(x) = 0 на сегменте
a # x # b, удовлетворяющее краевым условиям (14).

При этом указанные значения λ называются соб-
ственными значениями, а отвечающие им решения
u(x) – собственными функциями рассматриваемой
задачи.

Если в задаче на собственные значения фор-
мальный дифференциальный оператор L является
самосопряженным и поставленные для него крае-
вые условия (14) также являются самосопряженны-
ми, то эта задача на собственные значения называ-
ется самосопряженной.

Задачи на собственные значения, в которых на-
рушается самосопряженность либо формального
дифференциального оператора, либо краевых усло-
вий, либо и того и другого, называются несамосо-
пряженными.

Совсем просто устанавливается, что все собст-
венные значения самосопряженной задачи на соб-
ственные значения являются действительными.

В самом деле, пусть λ – собственное значение, а
u(x) – отвечающая этому λ собственная функция
самосопряженной задачи на собственные значения.

υ x( )
p x( )υ x( )
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Тогда в силу свойств скалярного произведения и со-
отношения (12)

и поскольку (u, u) > 0, то , то есть λ – действи-
тельное число.

Будем рассматривать пространство L2[a, b] всех
комплекснозначных функций f(x), для которых су-
ществует интеграл

понимаемый не только в смысле определения инте-
грала по Риману, но и в более общем смысле (в
смысле определения интеграла по Лебегу, которое
выходит за рамки этой статьи).

Две произвольные функции из этого простран-
ства f(x) и g(x) будем называть ортогональными, если
их скалярное произведение (6) равно нулю.

Легко доказывается, что в случае самосопряжен-
ной задачи на собственные значения две собствен-
ные функции u1(x) и u2(x), отвечающие двум различ-
ным собственным значениям λ1 и λ2, ортогональны.
В самом деле, с учетом действительности λ1 и λ2 по-
лучим λ1(u1, u2) = (−Lu1, u2) = (u1, −Lu2) = (u1, λu2) =
= λ2(u1, u2), откуда следует, что (λ1 − λ2)(u1, u2) = 0, и
(u1, u2) = 0 (в силу того, что λ1  λ2).

Назовем ортонормированной системой в прост-
ранстве L2[a, b] последовательность функций uk(x),

k = 1, 2, …, попарно ортогональных и таких, что
норма каждой из этих функций, определяемая ра-

венством , равна единице.

Произвольную (необязательно ортонормирован-
ную) последовательность функций uk(x), k = 1, 2, …,
принадлежащих пространству L2[a, b], назовем за-
мкнутой системой в L2[a, b], если для любой функ-
ции f(x) из пространства L2[a, b] и любого действи-
тельного числа ε > 0 найдется такой номер n и такие
действительные числа c1, c2, …, cn, что

Как и в предыдущей статье [1], устанавливается,
что любая замкнутая в пространстве L2[a, b] орто-
нормированная система uk(x), k = 1, 2, …, образует
базис в этом пространстве, то есть для любой функ-
ции f(x) из пространства L2[a, b] существует одно-
значно определяемая последовательность чисел ck =
= ( f, uk), k = 1, 2, …, такая, что существует предел

λ u u,( ) = λu u,( ) = Lu u,–( ) = u Lu–,( ) =

= u λu,( ) = λ u u,( ),

λ  = λ

f x( ) 2 x,d

a

b

∫

uk  = uk uk,( )

f ckuk

k 1=

n

∑–  = f x( ) ckuk x( )
k 1=

n

∑–

a

b

∫
2

xd  < ε.

f ckuk

k 1=

n

∑–
n ∞→
lim  = 0.

В современном функциональном анализе до-
казывается, что для любой самосопряженной за-
дачи на собственные значения систему всех собст-
венных функций можно выбрать так, чтобы она
являлась замкнутой ортонормированной в прост-
ранстве L2[a, b] системой, то есть образовывала в
пространстве L2[a, b] ортонормированный базис
(см., например, [3]).

çÖëÄåéëéèêüÜÖççõÖ áÄÑÄóà
çÄ ëéÅëíÇÖççõÖ áçÄóÖçàü

Гораздо сложнее обстоит дело в случае несамо-
сопряженных задач на собственные значения. Для
таких задач система всех собственных функций, во-
первых, не является ортонормированной системой
и, во-вторых, не только не образует базиса в прост-
ранстве L2[a, b], по которому можно разложить про-
извольную функцию, но и не является замкнутой в
этом пространстве.

В случае несамосопряженных задач на собст-
венные значения для получения замкнутой в про-
странстве L2[a, b] системы приходится к системе
собственных функций добавлять так называемые
присоединенные функции, к определению которых
мы и переходим.

Пусть задача на собственные значения для фор-
мального оператора (5) с краевыми условиями (14)
имеет собственное значение λ и отвечающую ему
собственную функцию u0(x). Тогда если существует
функция u1(x), принадлежащая классу C2[a, b],
удовлетворяющая краевым условиям (14) и являю-
щаяся на сегменте [a, b] решением дифференциаль-
ного уравнения Lu1(x) + λu1(x) = u0(x), то эта функ-
ция называется присоединенной функцией первого
порядка, отвечающей собственному значению λ и
собственной функции u0(x).

Аналогично последовательно определяются при-
соединенные функции более высоких порядков. Ес-
ли уже определена присоединенная функция um(x)
порядка m $ 1, отвечающая собственному значе-
нию λ и собственной функции u0(x), и если суще-
ствует функция um + 1(x), принадлежащая классу
C2[a, b], удовлетворяющая краевым условиям (14) и
являющаяся на сегменте [a, b] решением дифферен-
циального уравнения Lum + 1(x) + λum + 1(x) = um(x), то
эта функция um + 1(x) называется присоединенной
функцией порядка m + 1, отвечающей собственно-
му значению λ и собственной функции u0(x).

Договоримся называть корневыми функциями за-
дачи на собственные значения все собственные и
все присоединенные функции этой задачи.

Отметим, что в системе корневых функций при-
соединенные функции определяются неоднознач-
но: если, например, u1(x) является присоединенной
функцией первого порядка, отвечающей собствен-
ному значению λ и собственной функции u0(x), то и
функция u1(x) + Cu0(x), где C – любая постоянная,
также является присоединенной функцией первого
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порядка, отвечающей собственному значению λ и
собственной функции u0(x).

Большой заслугой М.В. Келдыша (см. [4]) явля-
ется его работа, в которой он для широкого класса
несамосопряженных задач на собственные значения
построил некоторую специальную систему корне-
вых функций (названную им канонической) и дока-
зал, что эта система является замкнутой в простран-
стве L2[a, b]. Однако теория Келдыша не решила
вопроса о построении базиса из корневых функций.

Ниже мы изложим результаты, принадлежащие
автору статьи и относящиеся к проблеме базиснос-
ти корневых функций несамосопряженных задач на
собственные значения (см. [5, 6] и послесловие к
монографии [7]).

Пара систем функций uk(x), k = 1, 2, …, и υk(x),
k = 1, 2, …, принадлежащих пространству L2[a, b], на-
зывается биортонормированной парой в L2[a, b], если

При этом система υk(x), k = 1, 2, …, называется биор-
тогонально сопряженной к системе uk(x), k = 1, 2, …

Из соображений, обоснование которых выходит
за рамки статьи, вытекает, что система uk(x), k = 1,
2, …, корневых функций задачи на собственные
значения для формального дифференциального опе-
ратора (5) с краевыми условиями (14) имеет в каче-
стве биортогонально сопряженной системы систе-
му υk(x), k = 1, 2, … , корневых функций задачи на
собственные значения для формального дифферен-
циального оператора (8) с краевыми условиями (15).

С целью охватить несамосопряженные задачи на
собственные значения для формального дифферен-
циального оператора L со всеми возможными крае-
выми условиями будем рассматривать произволь-
ную систему комплекснозначных функций uk(x),
k = 1, 2, …, каждая из которых принадлежит классу
C2[a, b] и для некоторого комплексного числа λk

удовлетворяет на сегменте [a, b] дифференциально-
му уравнению

Luk(x) + λkuk(x) = Θkuk − 1(x), (21)

в котором число Θk равно либо нулю, либо единице
(в последнем случае дополнительно требуется, что-
бы λk = λk − 1).

Эту систему uk(x), k = 1, 2, …, будем называть си-
стемой обобщенных корневых функций (ОКФ) фор-
мального дифференциального оператора L.

В случае, если в уравнении (21) Θk = 0, будем на-
зывать uk(x) обобщенной собственной функцией, а в
случае, если в уравнении (21) Θk = 1, будем называть
uk(x) обобщенной присоединенной функцией.

Нумерация системы ОКФ идет так, что вслед за
каждой собственной функцией стоят все входящие
с ней в одну цепочку присоединенные функции.

uk υ l,( ) = uk x( )υ l x( ) xd

a

b

∫  =
1 при k = l ,

0 при k  l .

Введенная нами система ОКФ формального
дифференциального оператора L включает в себя
систему корневых функций задачи на собственные
значения для оператора L с произвольными крае-
выми условиями вида (14).

Обозначим через µk комплексное число, удовлет-

воряющее условию , действительная часть

которого, обозначаемая символом Reµk, неотрица-

тельна.

Потребуем, чтобы рассматриваемая система ОКФ
формального дифференциального оператора L удов-
летворяла следующим трем условиям А:

1) система uk(x), k = 1, 2, …, была замкнутой в
L2[a, b] и допускала в L2[a, b] существование биор-
тогонально сопряженной к ней системы υk(x), k = 1,
2, …;

2) мнимые части чисел µk, обозначаемые симво-
лом Imµk, для всех номеров k удовлетворяли нера-
венству

|Imµk | # C1; (22)

3) для любого действительного числа t $ 0 сумма

, равная числу всех величин |µk |, лежащих

на сегменте [t, t + 1], удовлетворяла неравенству

(23)

Неравенство (23) позволяет занумеровать рас-
сматриваемую систему ОКФ в порядке неубывания
чисел |µk | и для любой функции f(x) из пространства
L2[a, b] и любого номера m составить сумму

(Здесь υk(x), k = 1, 2, …, – биортогонально сопря-
женная система.)

Определение 3. Будем говорить, что система
ОКФ uk(x), k = 1, 2, …, обладает свойством базиснос-
ти в L2[a, b], если для любого сегмента [a1, b1], со-
держащегося в интервале (a, b),

Основная теорема.  Для того чтобы произволь-
ная система uk(x), k = 1, 2, …, ОКФ оператора L,
удовлетворяющая трем условиям А, обладала свойст-
вом базисности в L2[a, b], необходимо и достаточно,
чтобы для любого содержащегося в интервале (a, b)
сегмента [a1, b1] существовала постоянная C[a1, b1],

µk
2
 = λk

1

t µk t 1+≤ ≤
∑

1

t µk t 1+≤ ≤

∑  # C2.

f υk,( )uk x( ).

i 1=

m

∑

f υk,( )uk f–
i 1=

m

∑
L2 a1 b1,[ ]

 =
m ∞→
lim

= f υk,( )uk x( ) f x( )–
i 1=

m

∑
2

xd

a1

b1

∫  = 0.
m ∞→
lim
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обеспечивающая справедливость для всех номеров k
неравенства

(24)

Особо подчеркнем, что для конкретных сопря-
женных задач на собственные значения выполне-
ние условий основной теоремы (и, в частности, ус-
ловий (22), (23) и (24)) может быть проверено (ибо
для этих задач справедлива теорема о замкнутости
Келдыша и разработаны методы разложения собст-
венных значений λk и корневых функций uk(x) и

υk(x) по степеням ).

В частности, для рассмотренных выше конкрет-
ных сопряженных задач на собственные значения
для оператора (13) с нелокальными краевыми усло-
виями (18) и (19) при условии a = 0, b = 1 собствен-
ные значения имеют вид λ0 = 0, λ2k − 1 = λ2k = (2πk)2,
k = 1, 2, … Им отвечают образующие биортонорми-
рованную пару корневые функции двух сопряжен-
ных задач

(25)

(26)

При этом функции u0(x), υ0(x), u2k − 1(x) и υ2k(x) явля-
ются собственными, а функции u2k(x) и υ2k − 1(x) –
присоединенными.

Тривиально проверяется, что все условия (22),
(23) и (24) выполнены и поэтому каждая из систем
(25) и (26) обладает свойством базисности в L2[0, 1].

Если же вместо биортонормированной пары
(25), (26) взять другую биортонормированную пару –

(27)

uk x( ) 2 xd

a1

b1

∫ υk x( ) 2 xd( ) # C a1 b1,[ ] .

a

b

∫

1

µk

-----

u0 x( ) = x, u2k 1– x( ) = 2πkx( )sin ,

u2k x( ) = 
x

4πk
--------- 2πkx( )cos , k = 1, 2, …,–

υ0 x( ) = 2, υ2k 1– x( ) = 4 1 x–( ) 2πkx( ),sin

υ2k x( ) = 16πk 2πkx( ), k = 1, 2, …cos–

û0 x( ) = u0 x( ), û2k 1– x( ) = u2k 1– x( ),

û2k x( ) = u2k x( ) Cu2k 1– x( ), k = 1, 2, …,+

(28)

где C – любая отличная от нуля постоянная, при
любом C  0 для биортонормированной пары (27),
(28) условия (22) и (23) выполнены, а условие (24)
нарушено, и поэтому каждая из систем (27) и (28) не
обладает свойством базисности в L2[a, b] (хотя и яв-
ляется канонической в смысле Келдыша).
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