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ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 
МНОЖЕСТВ
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åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡

 

Как известно, размерность отрезка на прямой
равна единице, размерность квадрата на плоскости –
двум, размерность шара в трехмерном пространст-
ве – трем и т.д. Однако в математике и научном ес-
тествознании уже давно известны множества точек,
размерность которых выражается не целым числом,
а действительным положительным числом. Отсюда
название фрактальной размерности таких мно-
жеств, точное определение которой дается ниже. В
статье приводятся примеры множеств, которые об-
ладают фрактальной размерностью, не являющейся
целым числом. Отметим, что этой проблематике
посвящена также статья [1]. Большое значение име-
ет оценка фрактальной размерности аттракторов
дифференциальных уравнений. При этом под ат-
трактором подразумевается множество точек, к кото-
рому стремятся решения рассматриваемого диффе-
ренциального уравнения при 

 

t

 

  +∞. Некоторое
представление об этой тематике дается ниже.
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Пусть 
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 – замкнутое, ограниченное множе-
ство точек на оси 
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) называют 
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-окре-
стностью точки 

 

x

 

0

 

. Говорят, что окрестности 

 

B

 

ε

 

(
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i

 

),

 

i

 

 = 1, 2, …, 

 

M

 

, покрывают множество 

 

A

 

, если их объ-
единение содержит множество 

 

A

 

 внутри:

(1)

Под 

 

ε

 

-фрактальной d-мерой множества
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 подра-
зумевается число
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) = min
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≡ ε

 

d

 

N

 

(

 

ε

 

), (2)

где 

 

N

 

(

 

ε

 

) = min

 

M

 

, причем min

 

M

 

 берется по всевоз-
можным покрытиям (1) множества 

 

A

 

. Так, напри-
мер, если 

 

A

 

1

 

 = [0, 1] является единичным отрезком
на оси 

 

x

 

, то 

 

N

 

(

 

ε

 

) = [1/2
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] + 1, где [1/2

 

ε

 

] обозначает
наибольшее целое число, меньшее или равное 1/2

 

ε

 

.
Так как 

 

M

 

 – целые положительные числа, то такой
минимум 

 

N

 

(

 

ε

 

) существует. 

 

Фрактальной d-мерой
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F

 

(

 

A, d

 

) множества 

 

A 

 

называется

A Bε xi( ).
i 1=
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SETS FRACTAL 
DIMENTIONS

 

M. I. VISHIK

 

The sets of fractal dimen-
sion are defined in the arti-
cle. The fractal dimen-
sions of Cantor disconti-
nuum, Serpinski serviette
and other sets are calcu-
lated. The attractor notion
is introduced also in the
article. Attractors of con-
crete differential equations
systems are found. Fractal
dimensions of these
attractors are given. The
Lorentz system attractor
fractal dimension is esti-
mated from above.
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(3)

Часто в конкретных примерах

(4)

Так, например, если 

 

A

 

1

 

 = [0, 1], то при 

 

d

 

 = 1

В то же время для 

 

d 

 

> 1

для 

 

d 

 

< 1

В общем случае замкнутого, ограниченного мно-
жества 

 

A

 

 на оси 

 

x

 

 легко видеть, что если 

 

µ

 

F

 

(

 

A, d

 

') <
< +∞, то 

 

µ

 

F

 

(
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) = 0 для любого 
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'. Если же 
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(
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) > 0, то для любых 

 

d 

 

< 

 

d
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) = +∞.
Следовательно, существует такое число 

 

d

 

0

 

 

 

∈

 

 [0,
+∞), что 
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F
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) = 0 при 
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 и 
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) = +∞ при
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, в то время как 

 

µ

 

F

 

(

 

A, d
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) может быть любым
числом полуоси [0, +∞). Очевидно,

 

d

 

0

 

 = inf

 

d

 

, для которых 

 

µ

 

F

 

(

 

A, d

 

) = 0. (5)

 

Определение. Число d0, удовлетворяющее (5),
называется фрактальной размерностью множества A.
Оно обозначается dF(A): dF(A) = d0 = infd (см. (5)).

Если A1 = [0, 1], то, как было показано выше,
µF(A1, d) = 0 при d > 1, µF(A1, d) = +∞ при d < 1 и
µF(A1, 1) = 1/2. Следовательно, dF(A1) = 1.

Пусть для N(ε) = N(ε, A) (см. (2)) выполнены не-
равенства

(5')

где постоянные С1 и С не зависят от ε. Тогда для
фрактальной меры µF(A, d) имеют место неравенства

(5'')

Отсюда, из (5) и сделанных выше замечаний следу-
ет, что

d = dF(A). (6)

Таким образом, если выполнено (5'), то показатель
d в (5') совпадает с фрактальной размерностью dF(A).

Отметим еще, что если имеет место (5'), то мож-
но дать явную формулу для фрактальной размерно-
сти dF(A). Действительно, взяв логарифм от всех
членов неравенства (5'), имеем

supµ A d ε, ,( )
ε 0+→
lim  = supεdN ε( ) µF A d,( ).≡

ε 0+→
lim

µF A d,( ) = εdN ε( ).
ε 0+→
lim

µF A1 1,( ) = ε1N ε( )
ε 0+→
lim  = ε 1

2ε
------ 1+ 

 
ε 0+→
lim  = 

1

2
---.

µF A1 d,( ) = εd 1

2ε
------ 1+ 

 
ε 0+→
lim  = 0,

µF A1 d,( ) = εd 1

2ε
------ 1+ 

 
ε 0+→
lim  = +∞.

0 < C1

1

ε
-- 

 
d

 # N ε( ) # C
1

ε
-- 

 
d

,

0 < C1 # dF A d,( ) = sup N ε( )εd

ε 0+→
lim  # C < +∞.

C1log d
1

ε
--  # N ε( ) # C d

1

ε
--.log+logloglog+

Отсюда

Переходя к пределу при ε  0+ в этих нера-
венствах, получаем

Пример 1.1.  Фрактальная размерность множе-

ства 

Рассмотрим покрытие точек  окре-

стностями , k = 1, 2, …, p, где

Очевидно, эти окрестности не пересекаются, следо-
вательно, согласно (2), с d = 1/2

Отсюда вытекает, что фрактальная мера

(7)

Следовательно, µF(A, 1/2) > 0.

Кроме того, мы можем покрыть все множество

 прежней си-

стемой окрестностей  k = 1, 2, …, p, а точки

множества A, лежащие на отрезке , – окре-

стностями  где ,

 Следовательно, число

εp-окрестностей, которыми мы покрыли все множе-

ство A, равно  Следова-

тельно, наименьшее число εp-окрестностей ,

покрывающих множество A, допускает оценку

где C не зависит от p. Аналогично (7) получаем
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(8)

Из оценок (7), (8) и (5'), (6) следует, что

dF(A) =1/2.

Пример 1.2.  Канторово множество и его фрак-
тальная размерность

Канторово множество K = A получается из от-
резка [0, 1] = ∆0 с помощью следующей конструк-

ции. На первом шаге удаляем из отрезка [0, 1] = ∆0

интервал . Остаются два отрезка 

 На втором шаге из каждого из отрезков

 и  удаляем его серединную треть, то

есть интервалы  и . Остаются 22

отрезка: 

 и т.д. На каждом шаге мы удаляем по се-

рединной трети из оставшихся отрезков (рис. 1).

µF A 1 2⁄,( ) = 

= N εp( ) εp
1 2⁄⋅

ε 0+→
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C
3
---- p
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p +∞→
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3
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3
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3
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1
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3
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2
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3
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0
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3
---,[ ] 2

3
--- 1,[ ]

1

3
2
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3
2

-----, 
  2

3
--- 1

3
2

-----+ 2

3
--- 2

3
2

-----+, 
 

∆2

1
 = 0

1

3
2

-----, ∆2

2
 = 

2

3
2

----- 1

3
---, ∆2

3
 = 2

3
--- 2

3
--- 1

3
2

-----+, ∆2

4
 =,,,

= 2

3
--- 2

3
2

-----+ 1,

Канторово множество есть пересечение всех
указанных выше отрезков, полученных на каждом
шаге построения:

K – замкнутое множество (как пересечение вложен-
ных друг в друга замкнутых множеств). Далее легко
убедиться в том, что K состоит из точек x отрезка
[0, 1], которые в троичном разложении имеют вид

, где α i = 0 или α i = 2.

Теорема 1. Фрактальная размерность dF(K) кан-
торова множества K

Приведем идею доказательства этой формулы.
Воспользуемся свойством самоподобия канторова
множества K : часть множества K, расположенная на

K  = ∆0 ∆1

1 ∆1

2∪{ } ∆ 2

1 ∆2

2 ∆2

3 ∆2

4∩∪ ∪{ }∩ ∩ …,∩

x = α i 3
i–⋅

i 1=

∞

∑

dF K( ) = 
2log

3log
-----------.

отрезке , подобна всему множеству K. Точнее,

эта часть, которую обозначим  получается из K

с помощью умножения на  всех точек множества K.

Аналогично часть  канторова множества K, рас-

положенная на отрезке , подобна всему мно-

жеству и получается из всего K сжатием в три раза с
центром в точке 1.

Если N(ε, K) – наименьшее число ε-окрестнос-

тей, покрывающих K, а  и  есть наи-

меньшее число ε-окрестностей, покрывающих со-

ответственно  и  то из свойства самоподобия

имеем

Отсюда следует, что

(9)

Для упрощения последней части доказательства до-
пустим, что

(10)

где ∼  означает, что отношение величин слева и спра-
ва стремится при ε  0+ к 1. (Заметим, что сде-
ланное предположение не совсем точное, но приво-
дит к верному результату.) Имеем из (10) и (9)

Отсюда

2. îêÄäíÄãúçÄü êÄáåÖêçéëíú åçéÜÖëíÇ 
çÄ èãéëäéëíà

Пусть A – замкнутое ограниченное множество
на плоскости R2. Пусть Bε(x0) = {x = (x1, x2) ∈  R2| (x1 −
− x01)

2 + (x2 − x02)
2 < ε2} – круг с центром в точке x0 =

= (x01, x02) радиуса ε. Bε(x0) называется ε-окрестнос-
тью точки x0 на плоскости. Определение фракталь-
ной размерности dF(A) аналогично определению в
случае множеств A на оси x. Следует лишь под ε-ок-
рестностью точки x0 понимать круг Bε(x0). Пусть
N(ε) = N(ε, A) – наименьшее число окрестностей,
которое требуется для покрытия множества A. Огра-
ничимся для краткости лишь тем случаем, когда для
N(ε) имеет место оценка (5'). Тогда аналогично (5'),

0
1

3
---,[ ]

K1

1
,

1

3
---

K1

2

2

3
--- 1,[ ]

N ε
3
--- K1

1,( ) N ε
3
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2,( )
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1 K1

2
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N
ε
3
--- K1

1, 
   = N

ε
3
--- K1

2, 
   = N ε K,( ).

N
ε
3
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   = N
ε
3
--- K1

1, 
  N

ε
3
--- K1

2, 
   = 2N ε K,( )+

при ε # 
1

2
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N ε K,( ) C
1

ε
-- 

 
d

∼ ,

2C
1

ε
-- 

 
d

2N ε K,( )∼  = N
ε
3
--- K, 

  C
1

ε 3⁄
--------- 

 
d

.∼

3

ε
--- 

 
d

2
1

ε
-- 

 
d

∼ и d = 
2log

3log
-----------.

0 11/3 2/3

∆0

∆1
1 ∆1

2

∆2
1 ∆2

2 ∆2
3 ∆2

4

Рис. 1. Построение канторова множества
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(5"), (6) фрактальная размерность определяется по
формуле (6), где dF(A) – показатель в оценке (5').

Пример 2.1.  Фрактальная размерность квадрата

Пусть A = {x = (x1, x2) ∈  R2| 0 # x1 # 1, 0 # x2 # 1} –
квадрат на плоскости R2. Очевидно, наименьшее
число ε-окрестностей Bε(xi), i = 1, 2, …, N(ε), кото-
рые покрывают квадрат A, допускает оценки

(11)

так как площадь квадрата равна 1, а πε2 – площадь
ε-окрестности. Из (5'), (6) и (11) следует, что d =
= d(A) = 2 (так как d = 2 в (11)).

Пример 2.2.  Фрактальная размерность салфет-
ки Серпинского

Опишем сначала замкнутое множество A на пло-
скости, которое называют салфеткой Серпинского.
Рассмотрим замкнутый равносторонний треуголь-
ник ∆ (то есть объединение его внутренних точек и
его сторон). На первом шаге удалим из исходного
треугольника открытый треугольник (без сторон),
который имеет вершины в серединах сторон исход-
ного треугольника. Мы получим три замкнутых тре-
угольника  (рис. 2). На следующем шаге
мы аналогично удаляем из каждого треугольника

 равносторонние открытые треугольники –
середины этих треугольников (см. рис. 2). Этот про-
цесс мы продолжаем неограниченно. Пересечение
полученных на каждом шаге объединений остав-
шихся треугольников называется салфеткой Сер-
пинского S :

1

πε2
--------  # N ε( ) # C

1

πε2
--------,

∆1

1 ∆1

2 ∆1

3, ,

∆1

1 ∆1

2 ∆1

3, ,

S = ∆ ∆1

1 ∆1

2 ∆1

3∪ ∪{ } ∆ 2

1 ∆2

2 ∆2

3∪ ∪( ){ ∪∩ ∩

∆2

4 ∆2

5 ∆2

6∪ ∪( ) ∆2

7 ∆2

8 ∆2

9∪ ∪( )∪ ∪ } …∩

Теорема 2. Фрактальная размерность салфетки
Серпинского S

(12)

Приведем лишь вкратце идею доказательства.
Салфетка Серпинского обладает, как и канторово
множество, свойством самоподобия: часть салфет-

ки Серпинского S, находящаяся в  (а также в 

и ), подобна с коэффициентом  всей салфетке

Серпинского. Поэтому, обозначая через N(ε) = N(ε,
S) наименьшее число ε-окрестностей, покрываю-

щих салфетку Серпинского, имеем 

 Тогда

(*)

Кроме того, можно установить еще такое неравен-
ство снизу:

(**)

Предполагая для упрощения дальнейшего дока-
зательства (с теми же оговорками, что и при нахож-
дении фрактальной размерности канторова множе-

ства), что , из (*) получаем

Отсюда

Аналогично из (**) имеем

Из полученных оценок для d следует (12).

Заметим, что фрактальная размерность салфет-
ки Серпинского больше единицы, но меньше двух.

3. îêÄäíÄãúçÄü êÄáåÖêçéëíú 
ÄííêÄäíéêéÇ çÖäéíéêõï 
ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï ìêÄÇçÖçàâ

Проиллюстрируем на примерах, что подразуме-
вается под аттрактором дифференциального урав-
нения. Кроме того, найдем фрактальную размер-
ность аттракторов конкретных дифференциальных
уравнений или приведем оценку этой размерности.

Пример 3.1.  Пусть дана система дифференци-
альных уравнений

dF S( ) = 
3log

2log
-----------.

∆1

1 ∆1

2
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3 1

2
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N ε
2
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Рис. 2. Салфетка Серпинского
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(13)

Общее решение этой системы задается формулами

x1(t) = C1e
−t, x2(t) = C2e

−2t, C1, C2 = const. (14)

Если заданы начальные условия x1(0) и x2(0), то тра-
ектория (то есть решение системы (13)), выходящая
из этой точки, задается формулами

x1(t) = e−tx1(0), x2(t) = e−2tx2(0).

Очевидно, любая траектория при t  +∞ стре-
мится к точке (0, 0). В этом простейшем случае го-
ворят, что точка (0, 0) является аттрактором A систе-
мы (13) (или решений системы (13)): A = (0, 0).
Фрактальная размерность аттрактора A dF(A) = 0.

Пример 3.2.  Аттрактор, являющийся предель-
ным циклом

Пусть дана система двух дифференциальных
уравнений, которая в полярных координатах (ρ, ϕ)
на плоскости R2 имеет вид

(15)

(16)

Из уравнения (16) следует, что

ϕ(t) = t + C1. (17)

Легко видеть, что окружность

ρ(t) = 1 (18)

является решением уравнения (15). Действительно,

 и правая часть уравнения (15) при ρ = 1 обра-

щается в нуль:  (см. [4]).

Таким образом, окружность (17), (18) является
решением системы (15), (16), и притом периодиче-
ским с периодом 2π. Действительно, полярная ко-
ордината ϕ обладает этим свойством: точки с поляр-
ными координатами (1, ϕ) и (1, ϕ + 2π) изображают
одну и ту же точку на окружности ρ = 1.

Теперь заметим, что если (ρ(t), ϕ(t)) – решение
системы (15), (16) и 0 < ρ(t) < 1, то из уравнения (15)
следует, что  то есть
функция ρ(t) возрастает, приближаясь к значению
ρ = 1, а траектория (ρ(t), ϕ(t)) = (ρ(t), t + C1) совер-
шает спиралеобразное движение внутри окружнос-
ти ρ = 1 (рис. 3).

Если же решение (ρ1(t), ϕ(t)) = (ρ1(t), t + C1) в не-
который момент t имеет ρ1(t) > 1, то, согласно урав-
нению (15),  и ρ1(t) убы-
вает с возрастанием t. В этом случае кривая (ρ1(t),
t + C1) спиралеобразно приближается при t  +∞
к окружности ρ = 1 извне этой окружности.

ẋ1 = 
dx1

dt
--------  = x1– ,

ẋ2 = 
dx2

dt
--------  = 2x2.–

ρ̇ = 
ρ t( )d

td
-------------  = ρ 1 ρ2–( ),

ϕ̇  = 
ρ t( )d

td
-------------  = 1.

ρ̇ = 0

ρ 1 ρ2–( ) ρ 1=  = 0

ρ̇ t( ) = ρ t( ) 1 ρ t( )( )2–( ) > 0,

ρ̇1 t( ) = ρ1 t( ) 1 ρ1 t( )( )2–( ) < 0

Таким образом, решения (ρ(t), ϕ(t)) системы, на-
ходящиеся вне и внутри окружности, и сама окруж-
ность имеют вид, изображенный на рис. 3.

Мы показали, что все траектории системы урав-
нений (кроме начала координат ρ = 0, являющегося
неподвижной точкой системы (15), (16)) притя-
гиваются (стремятся) при t  + ∞ к окружнос-
ти {ρ = 1} = A. Поэтому эта окружность называется
предельным циклом системы (15), (16) (см. [5, 6]).
Такой предельный цикл (притягивающий) называ-
ют еще аттрактором системы (15), (16). Фракталь-
ная размерность этого аттрактора равна 1: dF(A) = 1.

Пример 3.3.  Система уравнений Лоренца и
оценка фрактальной размерности ее аттрактора

При изучении аппроксимации системы уравне-
ний Бусинеска, описывающей конвекцию жидкос-
ти, подогреваемой снизу, возникла система обык-
новенных дифференциальных уравнений Лоренца,
который впервые ее вывел и изучал. Эта система
имеет вид (см. [3])

(19)

где σ, r и b – некоторые положительные параметры.

Можно показать, что любые решения u(t) = (x(t),
y(t), z(t)) системы (19) при t $ 0 ограничены в трех-
мерном пространстве. Точнее, имеет место оценка

|u(t) |2 # e−2lt |u(0) |2 + C(1 − e−2lt), (20)

где |u |2 = |x |2 + |y |2 + |z |2, l = min(1, σ), C – некоторая
постоянная, выражающаяся через l, b и σ. Из (20)
следует, что при ограниченных начальных условиях:
|u(0) | # M, траектории (решения) u(t) = (x(t), y(t),
z(t)) системы (19), выходящие из u(0) = (x(0), y(0),
z(0)), ограничены при всех t $ 0:

ẋ = 
xd
td

-----  = σx– σy,+

ẏ = 
yd
td

-----  = rx y– xz,–

ż = 
zd
td

-----  = bz– xy,+

ρ = 1

Рис. 3. Предельный цикл на плоскости
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|u(t) |2 # R(M) = M2 + C ∀ t $ 0. (21)

Следуя общей теории аттракторов дифференци-
альных уравнений, из (20) и (21) выводится, что
система уравнений Лоренца (19) обладает аттракто-
ром A. Точнее, существует такое замкнутое ограничен-
ное множество A в R3, которое притягивает любые
семейства траекторий системы (19). Это означает,
что при |u(0) |2 = |x(0) |2 + |y(0) |2 + |z(0) |2 # M1 (где
M1 – любая фиксированная константа) соответст-
вующее таким {u(0)} семейство траекторий {u(t)},
u(t) = (x(t), y(t), z(t)), при t  +∞ равномерно
стремится к множеству A, называемому аттракто-
ром: {u(t)}  A при t  +∞. Доказано (см. [3]),
что, например, при значениях σ = 10, r = 28, b = 8/3
фрактальная размерность

dF(A) # 2,538…

Заметим, что примеры 3.1 и 3.2 имели аттракто-
ры (точка и окружность), для описания которых не
требуется введения понятия фрактальной размер-
ности. Но, как показывает пример 3.3, уже в трех-
мерном пространстве R3 поведение траекторий си-
стемы (с виду довольно простой) на самом деле
достаточно сложно и фрактальная размерность
притягивающего все решения множества (аттракто-
ра) может быть больше двух, но меньше трех – раз-
мерности самого фазового пространства. В таких
ситуациях (то есть при большом значении фрак-
тальной размерности аттрактора) говорят, что на-

блюдается явление, подобное явлению турбулент-
ности течений жидкости.
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