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ОБ ОДНОЙ КЛАССИЧЕСКОЙ 
ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ 
АЭРОДИНАМИКИ

 

ç. Å. àãúàçëäàâ

 

ä‡Á‡ÌÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ

 

Современные задачи теоретической и приклад-
ной механики требуют разработки эффективных
процедур оптимизации форм различных конструк-
ций. В связи с этим в последнее время получили
значительное развитие математические подходы к
проектированию форм различных объектов (см.,
например, [1, 2]). Существенным в этих подходах
является то, что наряду с разработкой сложных чис-
ленных процедур оптимизации значительное вни-
мание уделяется их математической корректности:
сходимости метода, существования и единственно-
сти решения.

Одной из классических оптимизационных задач
аэрогидродинамики является задача определения
формы профиля крыла самолета, обладающего
максимальной подъемной силой. Интерес к этой
задаче, возникший еще в начале нашего столетия в
работах Н.Е. Жуковского и С.А. Чаплыгина, сохра-
няется до сих пор. История ее решения показатель-
на и включает работы М.А. Лаврентьева, Р. Либека и
многих других авторов, ставшие классическими и
известные любому исследователю-специалисту в
области аэродинамики. Тем не менее и в настоящее
время различные модификации задачи максимиза-
ции подъемной силы крылового профиля являются
актуальными для современной теоретической и
практической аэродинамики и представляют собой
идеальный полигон для применения новых анали-
тических и численных методов решения задач опти-
мизации.

В статье дается краткий обзор истории и излага-
ются основные подходы, применяемые для решения
задачи максимизации подъемной силы крыловых
профилей. Эти подходы универсальны и использу-
ются при решении многих других задач оптимиза-
ции формы.

 

åÖïÄçàáå éÅêÄáéÇÄçàü èéÑöÖåçéâ ëàãõ 
äêõãéÇéÉé èêéîàãü

 

Рассмотрим подробнее механизм образования
подъемной силы, действующей на профиль. Типич-
ная картина течения приведена на рис. 1, 

 

а

 

. Одно-
родный поток плотности 

 

ρ

 

 с некоторой скоростью

 

υ

 

∞

 

 набегает на профиль с гладким (за исключением
задней кромки) контуром, установленный под уг-
лом атаки 

 

α

 

. На передней кромке профиля в точке

 

A

 

, называемой передней критической точкой, поток
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shape providing maximal
lift is a classical problem
of aerohydrodynamics,
which attracts attention of
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разделяется, и часть его течет вдоль верхней поверх-
ности до задней кромки 

 

B

 

, а часть – вдоль нижней
поверхности до той же точки 

 

B

 

. Обозначим через 

 

s

 

дуговую координату контура профиля, которая от-
считывается от кромки 

 

B

 

 профиля по часовой
стрелке. Таким образом, верхней поверхности про-
филя соответствует отрезок от 

 

s

 

 = 

 

s

 

А

 

 до 

 

s

 

 = 

 

L

 

, где 

 

L

 

 –
периметр контура профиля, 

 

s

 

А

 

 – дуговая координата
точки 

 

A

 

.

Пусть 

 

υ

 

в.ср

 

 – средняя скорость потока вдоль
верхней поверхности, а 

 

υ

 

н.ср

 

 – средняя скорость по-
тока вдоль нижней поверхности. Эти скорости
можно приближенно оценить исходя из того, что
времена протекания жидкости вдоль верхней по-
верхности длины 

 

L

 

 

 

−

 

 

 

s

 

А

 

 и вдоль нижней поверхности
длины 

 

s

 

А

 

 равны, то есть

отсюда

Для обычных профилей длина верхней поверхности

 

L

 

 

 

−

 

 

 

s

 

А

 

 несколько больше, чем длина нижней поверх-
ности 

 

s

 

А

 

. Следовательно, и средние скорости потока
вдоль верхней поверхности выше, чем вдоль ниж-
ней: 

 

υ

 

в.ср

 

 > 

 

υ

 

н.ср

 

. К тому же по закону Бернулли 

 

p

 

 +
+ 

 

ρυ

 

2

 

/2 = const, связывающему давление 

 

p

 

 и ско-
рость 

 

υ

 

, для средних давлений вдоль верхней поверх-
ности 

 

p

 

в.ср

 

 и вдоль нижней поверхности 

 

p

 

н.ср

 

 имеем

L sA–
υв.ср

--------------  = 
sA

υн.ср

----------,

υв.ср

υн.ср

----------  = 
L sA–

sA

--------------.

pв.ср pн.ср–  = 
ρ υн.ср

2 υв.ср

2–( )
2

-----------------------------------  < 0.

 

Таким образом, среднее давление под нижней
поверхностью профиля (ее также называют напор-
ной стороной профиля) больше, чем среднее давле-
ние над верхней стороной профиля (эту сторону
профиля называют также засасывающей). Такой пе-
репад давления и приводит к образованию подъем-
ной силы, действующей на профиль крыла. Следова-
тельно, для получения большей подъемной силы
верхняя поверхность должна быть более протяжен-
ной, чем нижняя поверхность. Это можно наблю-
дать у реальных профилей, имеющих относительно
плоскую нижнюю поверхность и более протяжен-
ную и выгнутую верхнюю.

 

îéêåìãÄ ç.Ö. ÜìäéÇëäéÉé ÇõóàëãÖçàü 
èéÑöÖåçéâ ëàãõ äêõãéÇéÉé èêéîàãü

 

Приведенные соображения носят приближен-
ный, качественный характер и не позволяют рас-
считать величину подъемной силы. Для вычисле-
ния подъемной силы недостаточно знать средние
скорости потока, требуется более подробное рас-
смотрение изменения скоростей потока по профи-
лю. Характерный график скорости вдоль контура
профиля приведен на рис. 1, 

 

б

 

. Рассмотрим верх-
нюю поверхность 

 

ACDB

 

 (

 

s

 

А

 

 

 

#

 

 

 

s

 

 

 

#

 

 

 

L

 

). Сразу за перед-
ней критической точкой 

 

A

 

 следует участок разгона

 

AC

 

. Этот участок, как правило, невелик, и поток на
нем разгоняется до скоростей порядка 1,5–2,5 от
величины 

 

υ

 

∞

 

 набегающего потока. “Скорость” воз-
растания скорости на этом участке определяется
кривизной контура профиля в точке 

 

A

 

: чем больше
кривизна контура, тем больше градиент скорости
на этом участке. Участок разгона 

 

AC

 

 сменяется уча-
стком 

 

CD 

 

относительно постоянной скорости. Мак-
симальная скорость на этом участке профиля, как
правило, достигает 1,5–2,5 от 

 

υ

 

∞

 

. Скорость потока в
задней кромке профиля составляет обычно 0,7–0,8
от 

 

υ

 

∞

 

, поэтому за участком 

 

CD

 

 постоянной скоро-
сти всегда следует участок торможения 

 

DB

 

, где
скорость потока снижается до указанной величины.
С аэродинамической точки зрения это наиболее не-
благоприятный участок профиля, поскольку слиш-
ком резкое падение скорости нередко приводит к
отрыву потока с поверхности профиля, образова-
нию застойной зоны, росту сопротивления и сни-
жению подъемной силы. Поэтому профилирова-
нию этого участка обычно уделяется повышенное
внимание. Распределение скорости вдоль нижней
поверхности 0 

 

#

 

 

 

s

 

 

 

#

 

 

 

s

 

А

 

 (для удобства на рис 1, 

 

б

 

 оно
приведено со знаком минус) имеет аналогичное
“строение”, хотя, как правило, характеризуется
меньшими скоростями, что порой приводит к от-
сутствию участка торможения (то есть поток уско-
ряется по всей длине нижней поверхности).

Классическая формула, позволяющая рассчитать
подъемную силу профиля по распределению скоро-
сти 

 

υ

 

(

 

s

 

) на его поверхности, полученная Н.Е. Жуков-
ским в 1906 году, имеет вид
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Рис. 1.

 

 Характерная картина обтекания профи-
ля (

 

а

 

) и распределение скорости 

 

υ

 

 на его поверх-
ности (

 

б

 

)
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R

 

y

 

 

 

= 

 

ρυ

 

∞

 

Γ

 

, (1)

где 

 

Γ

 

 – циркуляция скорости по контуру профиля,
равная разности площадей 

 

S

 

в

 

 графиков скорости по
верхней поверхности и 

 

S

 

н

 

 по нижней,

 

Γ

 

 = 

 

S

 

в

 

 

 

−

 

 

 

S

 

н

 

.

Формула Жуковского показывает, что, для того
чтобы получить большую подъемную силу профи-
ля, следует как можно больше увеличивать площадь

 

S

 

в

 

 эпюры скорости на верхней поверхности и
уменьшать площадь 

 

S

 

н

 

 эпюры скорости на нижней
поверхности. Следовательно, наибольшей подъем-
ной силой должен обладать экзотический “про-
филь”, не имеющий нижней поверхности (

 

s

 

А

 

 = 0),
что обеспечит 

 

S

 

н

 

 = 0, и с бесконечно большими ско-
ростями вдоль верхней поверхности, что даст 

 

S

 

в

 

 = ∞
и Ry = ∞. Но такой профиль не существует, посколь-
ку бесконечные скорости вдоль верхней поверхнос-
ти противоречат предположению о гладкости этой
части контура профиля.

íéóçõÖ êÖòÖçàü áÄÑÄóà åÄäëàåàáÄñàà 
èéÑöÖåçéâ ëàãõ

Первое точное решение задачи о максимизации
подъемной силы тонкого крылового профиля по-
лучено М.А. Лаврентьевым, работа которого [3] за-
вершила длинный цикл работ основоположников
теоретической аэродинамики Н.Е. Жуковского и
С.А. Чаплыгина. Еще в начале нашего столетия
Н.Е. Жуковский предложил способ построения тео-
ретических крыловых профилей, основанный на
оконтуривании дужки окружности (то есть наращи-
вании на бесконечно тонкую дужку контура профи-
ля). Экспериментальные исследования показали,
что эти теоретические профили (называемые теперь
профилями Жуковского) обладают замечательны-
ми летными качествами, и в частности большой
подъемной силой. В результате профили Жуковско-
го стали широко применяться в летном деле и стали
основой общепринятой формы профиля современ-
ного крыла. Объяснение этому факту было получе-
но лишь в 1934 году в упомянутой выше работе
М.А. Лаврентьева [3]. Задача формулировалась сле-
дующим образом: среди дужек заданной длины и
ограниченной кривизны необходимо найти ту, ко-
торая при условии плавного обтекания обеспечива-
ет экстремальное значение подъемной силы. Таким
тонким профилем как раз и оказалась дуга окруж-
ности, использованная Н.Е. Жуковским для пост-
роения теоретических профилей.

Развитие теории обратных краевых задач и их
приложений в аэрогидродинамике [4] дало следую-
щий импульс решению вопроса максимизации
подъемной силы крыловых профилей. Напомним,
что в обратных краевых задачах форма профиля
крыла отыскивается по заданному на его контуре
распределению скорости или давления потока. Как
уже было отмечено (см. формулу Жуковского (1)),

подъемная сила профиля как раз выражается через
распределение скорости υ(s) на профиле.

Абсолютный максимум подъемной силы в клас-
се профилей с полностью гладким контуром задан-
ного периметра L достигается на профиле, пред-
ставляющем собой круг. Обтекается он так, что
передняя критическая точка A совпадает с задней
кромкой B (рис. 2, а). При этом максимальная
подъемная сила

(2)

Оптимальное распределение скорости υ(s) по тако-
му контуру представлено на рис. 2, б. Как видим,
здесь действительно нет нижней поверхности, при
этом максимальная скорость на профиле равна че-
тырем скоростям набегающего потока υ∞.

Приведенное решение представляет скорее тео-
ретический интерес, поскольку дает величину абсо-
лютного максимума подъемной силы, который не
может быть превзойден на профилях с гладким не-
проницаемым контуром, обтекаемых без отрыва
потока. С практической точки зрения такая форма
профиля неприемлема, поскольку представленная
схема обтекания круга на практике не реализуется.
Обычно обтекание круга происходит с отрывом по-
тока и образованием застойной зоны, о чем позво-
ляют судить большие градиенты скорости в зоне
торможения (см. рис. 2, а).

Ry = 2ρυ∞

2 L.

sC

4v∞

v

C

BA

v∞

б

а

A B s

L

Рис. 2. Обтекание круга и распределение скоро-
сти по его контуру, при котором реализуется аб-
солютный максимум подъемной силы
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Для получения физически реальных решений
задачи максимизации подъемной силы следует вы-
полнять условия, обеспечивающие отсутствие отры-
ва потока с поверхности профиля. Для предотвра-
щения отрыва потока Г.Ю. Степанов и несколько
позже Б. Стрэтфорд предложили использовать про-
стые критерии отсутствия срыва потока, которые
также могут быть выражены через распределение
скорости потока υ(s). А именно, профиль крыла об-
текается без отрыва потока, если выполнено нера-
венство

(3)

где f(s) называют форм-параметром. Приведенный
критерий имеет приближенный полуэмпирический
характер, так как значения констант a, b, f0 установ-
лены в ходе экспериментов. В частности, полагают

a = 1,17; b = 4,35; f0 = −2.

В результате задача максимизации подъемной силы
профиля может быть сформулирована следующим
образом: требуется определить распределение ско-
рости υ(s), 0 # s # L, доставляющее максимум вели-
чине Ry из (1) при заданных значениях ρ, υ∞, sА, L и
при условии выполнения критерия (3).

Эту задачу исследовали Р. Либек, Ф. Вортманн и
др. Вид оптимального распределения скорости в
этом случае показан на рис. 3. Вдоль нижней поверх-
ности профиля скорость всюду равна нулю: υ(s) = 0,
0 # s # sA, чтобы обеспечить минимальное значение
площади Sн. Вдоль верхней поверхности распреде-
ление скорости должно быть таким, чтобы площадь
Sв была максимальна при выполнении критерия бе-
зотрывности (3). Это достигается для так называе-
мых полочных распределений скорости, состоящих
из участка постоянной скорости υ(s) = υmax (и, сле-
довательно, из (3) f(s) = 0) и участка торможения, на
котором значение форм-параметра f(s) = f0. При
этом отношение максимальной скорости на профи-

f s( ) = 
aυ ' s( )
υ s( ) b
--------------- υ s( ) b 1– s > f 0,d

sA

S

∫

ле (высоты “полки”) к скорости в задней кромке υз.к

равно υmax/υз.к = 2,35. Из (1) для максимальной
подъемной силы при выполнении критерия (3)
имеем

(4)

Интересно найти профиль, соответствующий
указанному оптимальному распределению скоро-
сти υ(s), 0 # s # L. Однако теория обратных краевых
задач аэрогидродинамики приводит к выводу, что
не существует профиля реальной формы, на кото-
ром реализуется оптимальное υ(s). Во-первых, ну-
левое распределение скорости вдоль нижней по-
верхности не позволяет обеспечить ее гладкость.
Во-вторых, отсутствие участка разгона потока на
верхней поверхности приводит, как отмечалось вы-
ше, к бесконечной кривизне контура профиля в пе-
редней критической точке A. И в-третьих, для полу-
чения замкнутого, самонепересекающегося контура
должны быть выполнены определенные условия
разрешимости, полученные в теории обратных крае-
вых задач аэрогидродинамики. Таким образом, пост-
роение профиля сводится к отысканию некоторого
распределения скорости υ(s), близкого к описанно-
му выше оптимальному, которому соответствовал
бы физически реальный профиль. Выбор такого
распределения скорости зависит во многом от мас-
терства исследователя. Один из таких профилей
имеет вид, изображенный на рис. 4. Максимальное

Ry = 0,8625ρυ∞

2 L.
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Рис. 3. Оптимальное распределение скорости с
учетом условий отсутствия отрыва потока
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Рис. 4. Оптимальный крыловой профиль и рас-
пределение скорости по его контуру, построен-
ные с учетом условия отсутствия отрыва потока
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значение подъемной силы этого профиля с учетом
критерия (3) отсутствия отрыва потока

(5)

Замечательным является то, что передняя часть
этого “оптимального” профиля по форме близка к
дужке окружности, обладающей, по М.А. Лавренть-
еву, экстремальными свойствами в смысле подъем-
ной силы.

Приведем сводную таблицу (табл. 1) максиму-
мов подъемной силы в трех рассмотренных выше
случаях: абсолютного максимума при обтекании
круга, максимума при выполнении критерия безот-
рывного обтекания и максимума для физически ре-
альных профилей (формулы (2), (4) и (5) соответст-
венно). Из последнего столбца таблицы видно,
насколько максимум подъемной силы для реальных
крыловых профилей отличается от абсолютного.

óàëãÖççÄü åÄäëàåàáÄñàü
èéÑöÖåçéâ ëàãõ

Приведенные результаты по оптимальным в
смысле подъемной силы профилям имеют в основ-
ном теоретическое значение и дают некоторую
оценку сверху для величины подъемной силы кры-
ловых профилей, которая не может быть превыше-
на ни на каком изолированном профиле. На самом
деле при проектировании реальных профилей по-
мимо требования высокой подъемной силы необхо-
димо обеспечить выполнение других аэродинами-
ческих и геометрических требований, которые
часто не удается в простом виде выразить через рас-
пределение скорости υ(s) на контуре искомого про-
филя. В этих случаях необходимы постановка и ре-
шение сложной задачи условной оптимизации, что
возможно только средствами современной вычис-
лительной техники. Имеется много работ, посвя-
щенных численным алгоритмам построения опти-

Ry 0,75ρυ∞

2 L.≈

мизированных в определенном смысле крыловых
профилей, однако они редко содержат строгие ма-
тематические исследования таких важных проблем,
как сходимость метода, его устойчивость, единст-
венность получаемого решения.

Остановимся подробнее на описании одного из
подходов к численной оптимизации формы профи-
лей, основанного на теории обратных краевых задач
аэрогидродинамики, где удалось не только разрабо-
тать эффективный алгоритм получения оптималь-
ного решения, но и частично исследовать проблемы
получения корректного численного решения. Та-
кой подход основан на том, что часть важных аэро-
динамических и геометрических характеристик
крылового профиля достаточно просто записывает-
ся через некоторую промежуточную функцию q(γ),
0 # γ # 2π, определяемую по распределению скоро-
сти υ(s) (функцию q(γ) также называют управляю-
щей или контрольной). Проектировочные условия
(условия замкнутости и самонепересекаемости кон-
тура профиля, ограничения на толщину профиля,
требования отсутствия отрыва потока с поверхнос-
ти профиля и т.д.) выражаются через контрольную
функцию в виде системы функциональных ра-
венств или неравенств вида

Fn[q(γ)] = 0, n = 1, 2, …, N;

Gm[q(γ)] > 0, m = 1, 2, …, M. (6)

Сама же подъемная сила выражается через уп-
равляющую функцию q(γ) в виде функционала

(7)

где A – известная константа. Таким образом, задача
максимизации подъемной силы Ry сводится к на-
хождению функции q*(γ), доставляющей максимум
функционалу (7) на множестве функций q(γ), удов-
летворяющих условиям (6). Если такая функция

Ry = A eq γ( ) γd

0

2π

∫
1–

,

Таблица 1

Профиль Распределение скорости υ(s) Максимум

Абсолютный 2

Не существует
При условии безотрывного 

обтекания
0,8625

Для реальных крыловых 

профилей
0,75
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найдется, то соответствующий профиль легко мо-
жет быть восстановлен методами обратных краевых
задач аэрогидродинамики.

Сформулированная задача представляет собой
стандартную задачу вариационного анализа. По-
этому для исследования ее разрешимости можно
воспользоваться известными подходами этой тео-
рии. В частности, оказалось, что функционал (7)
обладает свойством так называемой строгой выпук-
лости. Схематично это свойство представлено на
рис. 5, где по оси абсцисс отложена функция q(γ), а
по оси ординат приведены соответствующие значе-
ния функционала Ry[q(γ)]. Как видим, если функ-
ционал Ry является строго выпуклым в направлении
оси ординат на некотором отрезке [c, d] (то есть в
множестве изменения функции q(γ), определяемом
условиями (6)), то всегда существует и причем
единственная точка q*(γ), доставляющая максимум
функционалу Ry. Заметим, что изображение на рис. 5
является лишь схемой, в которой предполагается,
что топология множества (6) подобна топологии от-
резка прямой [c, d]. Выражаясь строго, множество
(6) должно быть компактным, то есть ограничен-
ным и содержать свою границу. Таким свойством
обладает, например, класс функций q(γ), соответст-

вующий профилям с замкнутыми и самонепересе-
кающимися контурами.

Описанный подход позволил на основе числен-
ной оптимизации получить решение широкого
класса задач оптимизации формы профиля с учетом
различных условий, определяемых спецификой экс-
плуатации реальных профилей. Подробнее с ре-
зультатами этих исследований можно ознакомится
в работе [5].
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