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ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ
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åÓÒÍÓ‚ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ
ËÏ. å.Ç. ãÓÏÓÌÓÒÓ‚‡

 

Новые задачи физики и математики, возникшие
в XX столетии, привели к определению нового по-
нятия функции – обобщенной функции или рас-
пределения. Обычное понятие функции, которое
ставит в соответствие каждому значению 

 

x 

 

(из неко-
торой области определения этой функции) соответ-
ствующее ему значение 

 

y

 

, оказалось недостаточным.
В физике уже давно употребляются сингулярные
функции, которые не могут быть корректно опреде-
лены в рамках классической теории функций. Про-
стейшим примером сингулярной функции является
дельта-функция 

 

δ

 

(

 

x

 

 

 

−

 

 

 

x

 

0

 

): она, по определению фи-
зиков, равна нулю всюду, кроме одной точки 

 

x

 

0

 

, в
которой она равна бесконечности, и обладает инте-
гралом по всей оси 

 

x

 

, равным единице. Очевидно,
такое определение неприемлемо для математиков.
Цель статьи – дать строгое определение некоторого
класса обобщенных функций, привести примеры и
результаты из теории обобщенных функций.

Строгая математическая теория обобщенных
функций была построена С.Л. Соболевым, Л. Швар-
цем и другими математиками. С.Л. Соболев впер-
вые разработал теорию обобщенных функций в свя-
зи с исследованием гиперболических уравнений
(1937, см. [5]). Л. Шварц, развивая теорию обоб-
щенных функций (которые он называл распределе-
ниями), построил теорию их преобразования Фу-
рье. Большое внимание он уделил их приложениям
к математическому анализу и дифференциальным
уравнениям (1950). В настоящее время эта теория
нашла приложения почти во всех областях матема-
тики и ее приложений, физике и других областях ес-
тествознания (см. [1, 2]).

 

êÄáãàóçõÖ ëèéëéÅõ áÄÑÄçàü
éÅõóçõï îìçäñàâ

 

Скажем, что 

 

y

 

 = 

 

f

 

(

 

x

 

) является 

 

обычной функцией

 

,
если каждому 

 

x

 

, 

 

−

 

∞ < 

 

x

 

 < +∞, поставлено в соответ-
ствие некоторое значение 

 

y

 

. При этом предполага-
ется, что функция 

 

f

 

(

 

x

 

) обладает следующими свой-
ствами: 1) она непрерывна для всех значений 

 

x

 

,
кроме, быть может, конечного числа точек 

 

x

 

i

 

, явля-
ющихся ее точками разрыва; 2) функция 

 

f

 

(

 

x

 

) огра-
ничена на любом конечном интервале [

 

a

 

, 

 

b

 

]: 

 

|

 

f

 

(

 

x

 

)

 

|

 

 

 

#
#

 

 M

 

(

 

a

 

, 

 

b

 

) при 

 

a

 

 

 

#

 

 

 

b

 

; 

 

M

 

 – постоянная. Мы ограничи-
лись для простоты функциями 

 

y

 

 = 

 

f

 

(

 

x

 

), заданными
на всей оси 

 

−

 

∞ < 

 

x

 

 < +∞.

Будем называть 

 

пробной

 

 или 

 

основной функцией

 

всякую непрерывную финитную функцию 

 

ϕ

 

(

 

x

 

),
определенную при 

 

−

 

∞ < 

 

x

 

 < + ∞ (функция 

 

ϕ

 

(

 

x

 

)

 

GENERALIZED 
FUNCTIONS

 

M. I. VISHIK

 

The article is an intro-
duction to the theory of
generalized functions. The
strict definition of a
generalized function is
given. The main attention
is devoted to delta func-
tion. Some examples of
delta-shaped sequences
are considered. The deri-
vative of a generalized
function is defined. It is
proved that the derivative
of the Heaviside function
is the delta function.

ëÚ‡Ú¸fl ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚‚Â‰Â-
ÌËÂ ‚ ÚÂÓË˛ Ó·Ó·˘ÂÌ-
Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. èË‚Ó‰ËÚ-
Òfl ÒÚÓ„ÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË.
éÒÓ·ÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Û‰ÂÎÂ-
ÌÓ ‰ÂÎ¸Ú‡-ÙÛÌÍˆËË. èË-
‚Â‰ÂÌ˚ ÔËÏÂ˚ ‰ÂÎ¸-
Ú‡Ó·‡ÁÌ˚ı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚÂÈ ÙÛÌÍˆËÈ. Ñ‡-
ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ ÓÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËË. ÑÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÙÛÌÍˆËË
ïÂ‚ËÒ‡È‰‡ ‡‚Ì‡ ‰ÂÎ¸-
Ú‡-ÙÛÌÍˆËË.
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называется финитной, если она обращается в нуль
вне конечного интервала [

 

c

 

, 

 

d

 

]: 

 

ϕ

 

(

 

x

 

) = 0 при 

 

−

 

∞ <
< 

 

x

 

 

 

#

 

 

 

c

 

 и при 

 

d

 

 

 

#

 

 

 

x

 

 < +∞, 

 

c

 

 < 

 

d

 

, причем постоянные

 

c

 

 и 

 

d

 

 зависят от 

 

ϕ

 

(

 

x

 

)).

Совокупность таких основных функций 

 

ϕ

 

(

 

x

 

)
обозначим через 

 

C

 

0

 

 (

 

ϕ

 

(

 

x

 

) 

 

∈

 

 

 

C

 

0

 

). Если 

 

f

 

(

 

x

 

) – обычная
функция, то для любой основной функции 

 

ϕ

 

(

 

x

 

) 

 

∈

 

 

 

C

 

0

 

определен и конечен интеграл:

(1)

На самом деле интеграл берется в конечных преде-
лах, так как 

 

ϕ

 

(

 

x

 

) = 0 вне конечного интервала. Таким
образом, каждой пробной функции 

 

ϕ

 

(

 

x

 

) 

 

∈

 

 

 

C

 

0

 

 с помо-
щью формулы (1) сопоставляется число (которое мы
обозначим 

 

l

 

f

 

(

 

ϕ

 

)), равное значению интеграла от
функции 

 

f

 

(

 

x

 

) 

 

⋅

 

 

 

ϕ

 

(

 

x

 

). Величина 

 

l

 

(

 

ϕ

 

), сопоставляющая
каждой основной функции 

 

ϕ

 

(

 

x

 

) 

 

∈

 

 

 

C

 

0

 

 некоторое чис-
ло 

 

l

 

(

 

ϕ

 

), называется 

 

функционалом

 

. Таким образом, ве-
личина 

 

l

 

f

 

(

 

ϕ

 

), заданная формулой (1), является функ-
ционалом от 

 

ϕ

 

 

 

∈

 

 

 

C

 

0

 

. Функционал 

 

l

 

f

 

(

 

ϕ

 

) вида (1)
называется 

 

регулярным функционалом

 

.

Отметим, что регулярный функционал 

 

l

 

f

 

(

 

ϕ

 

) вида
(1) обладает свойством линейности:

(2)

для всех 

 

ϕ

 

1

 

, 

 

ϕ

 

2

 

 ∈  C0, c1, c2 ∈  R. Функционал lf(ϕ) также
обладает следующим свойством непрерывной зави-
симости от ϕ ∈  C0:

если ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в C0,

то lf(ϕn)  lf(ϕ), n  +∞. (3)

При этом ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в C0, если выполнены два усло-
вия: а) ϕn(x), n = 1, 2, …, обращаются в нуль вне неко-
торого конечного интервала [A, B], не зависящего от
n; б) {ϕn(x)} равномерно по x сходятся к ϕ(x) (то есть
для любого ε > 0 найдется такое N = N(ε), что |ϕn(x) −
− ϕ(x) | < ε при n $ N и любого −∞ < x < +∞). Легко
видеть (см.[3]), что для lf(ϕ), определенного (1), соот-
ношение (3) выполнено.

Функционалы l(ϕ), обладающие свойствами (2)
и (3), называются короче линейными непрерывными
функционалами.

Легко доказать, что если известны значения (1)
регулярного функционала lf(ϕ) для всех ϕ ∈  C0, то

ими однозначно определяется обычная функция
f(x). Точнее, две обычные функции f1(x), f2(x), раз-

личные хотя бы в одной точке x0, в которой они обе

непрерывны, порождают несовпадающие функцио-

f x( ) ϕ x( ) x l f ϕ( ).≡d⋅
∞–

+∞

∫

l f c1ϕ1 c2ϕ2+( ) = f x( ) c1ϕ1 x( ) c2ϕ2 x( )+( ) x =d

∞–

+∞

∫

= c1 f x( )ϕ1 x( ) xd

∞–

+∞

∫ c2 f x( )ϕ2 x( ) xd

∞–

+∞

∫  =+

= c1l f ϕ1( ) c2l f ϕ2( )+

налы  (см. [1, 2]). Кроме того, если регу-

лярные функционалы , ∀ϕ ∈  C0, то

f3(x) = f4(x) для любых x, кроме, быть может, точек

разрыва f3(x) и f4(x).

Таким образом, обычную функцию y = f(x) мож-
но задать другим способом, а именно задав соответ-
ствующий ей функционал lf(ϕ) по формуле (1) при
любых пробных функциях ϕ(x) ∈  C0, то есть задав
значения интеграла (1) при всех ϕ(x) ∈  C0.

éÅéÅôÖççõÖ îìçäñàà. ÑÖãúíÄ-îìçäñàü

Обобщенной функцией называется любой линей-
ный непрерывный функционал l(ϕ), заданный на
C0, обладающий свойствами, аналогичными (2) и (3):

l(c1ϕ1 + c2ϕ2) = c1l(ϕ1) + c2l(ϕ2),

∀ c1, c2 ∈  R, ∀ϕ 1, ϕ2 ∈  C0 (4)

(свойство линейности),

l(ϕn)  l(ϕ), если ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в C0 (5)

(свойство непрерывности).

Не всякая обобщенная функция l(ϕ) является
регулярной, то есть может быть представлена в ви-
де (1). Известно большое количество сингулярных
обобщенных функций, не допускающих пред-
ставление в виде интеграла (1). Таковой является,
например, обобщенная функция l(ϕ), задаваемая
формулой

l(ϕ) = ϕ(0) ∀ϕ (x) ∈  C0. (6)

Проверим, что такой функционал удовлетворяет
условиям (4), (5). Свойство линейности (4) для
функционала (6), очевидно, выполнено:

l(c1ϕ1 + c2ϕ2) = c1ϕ1(0) + c2ϕ2(0) = c1l(ϕ1) + c2l(ϕ2).

Свойство непрерывности (5) по ϕ функционала l(ϕ)
(6) также имеет место: если ϕn(x) ⇒  ϕ(x), n  +∞,
в C0, то, в частности, ϕn(0)  ϕ(0) при n  +∞.
Следовательно,

l(ϕn) = ϕn(0)  ϕ(0) = l(ϕ).

Таким образом, функционал l(ϕ) = ϕ(0) является
обобщенной функцией. Этот функционал принято
в физике и математике называть дельта-функцией и
обозначать δ(ϕ) или 〈δ(x), ϕ(x)〉:

ϕ(0) = l(ϕ) = δ(ϕ) = 〈δ(x), ϕ(x)〉 ∀ϕ (x) ∈  C0. (7)

Следует, однако, помнить, что любое из этих обозна-
чений выражает лишь тот факт, что δ-функция при
пробной функции ϕ(x) ∈  C0 равна ϕ(0), например,

〈δ(x), ϕ(x)〉  = ϕ(0). (8)

Ниже мы укажем геометрические и физические
примеры, приводящие к понятию дельта-функции.

l f 1
ϕ( ) l f 2

ϕ( ),
l f 3

ϕ( ) = l f 4
ϕ( )
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По аналогии с обозначением (7) и (8) дельта-функ-
ции любую обобщенную функцию l(ϕ) записывают
в одном из следующих видов:

l(ϕ) = 〈l, ϕ〉 = 〈 l(x), ϕ(x)〉. (9)

Вместо “обобщенная функция l(ϕ)” часто говорят
“обобщенная функция l или l(x)”.

èêÖÑÖãúçõâ èÖêÖïéÑ

Пусть дана последовательность обобщенных
функций {ln} (то есть функционалов {ln(ϕ)}). По оп-
ределению, эта последовательность сходится к
обобщенной функции l, если для любой основной
функции ϕ(x) ∈  C0 выполнено ln(ϕ)  l(ϕ) или
〈ln, ϕ〉   〈l, ϕ〉 при n  +∞. Аналогично семей-
ство обобщенных функций lε, зависящих от параме-
тра ε, |ε| # ε0, сходится при ε  0 к обобщенной
функции l0, если lε(ϕ)  l0(ϕ) при ε  0 для лю-
бой ϕ ∈  C0.

ÑÖãúíÄéÅêÄáçõÖ èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíà

Можно многими способами строить последова-

тельности регулярных функционалов , сходя-

щихся при n  +∞ к дельта-функции.

Пример 1.  Пусть fn(x), n = 1, 2, …, – обычная
функция, задаваемая формулой

(10)

Очевидно,

fn(x)  0 при  n  +∞ ∀ x  0, (11)

fn(0)  +∞ при  n  +∞. (12)

Кроме того,

(13)

Покажем, что отвечающие этим обычным функ-

циям функционалы , задаваемые

формулой (1), сходятся к дельта-функции 〈δ, ϕ〉 :

Для доказательства последнего предельного со-
отношения заметим, что по теореме о среднем из
интегрального исчисления (см. [3])

l f n
ϕ( )

f n x( ) =

n
2
--- при

1

n
---  # x # 

1

n
---,–

0 при x  > 
1

n
---.

f n x( ) xd

∞–

+∞

∫  = 
n
2
--- xd

1 n⁄–

1 n⁄

∫  = 
n
2
--- 1

n
--- 1

n
---– 

 –  = 1.

l f n
ϕ( ) = f n ϕ,〈 〉

f n ϕ,〈 〉  = f n x( )ϕ x( ) x ϕ 0( ) = δ ϕ,〈 〉 .d

∞–

+∞

∫

(14)

При n  +∞ имеем cn  0 и в силу непрерывно-
сти функции ϕ(x) (ϕ(x) ∈  C0)

ϕ(cn)  ϕ(0) при n  +∞ (cn  0). (15)

Из (14) и (15) следует

(16)

при n  +∞. Иногда эту формулу записывают ко-
роче:

fn(x)  δ(x) при n  +∞,

понимая под этим выполнение предельного соотно-
шения (16).

Пример 2.  Рассмотрим семейство обычных
функций

(17)

(Предлагается нарисовать графики функций fε(x)
при малых значениях ε > 0.)

Докажем, что

fε(x)  δ(x) при ε  +0, (18)

то есть при любой ϕ(x) ∈  C0

Действительно, пусть 0 < γ < 1, A > 0. Имеем

(19)

Заметим, что

(20)

f n x( )ϕ x( ) xd

∞–

+∞

∫  = 
n
2
--- ϕ x( ) xd

1 n⁄–

1 n⁄

∫  =

= 
n
2
---ϕ cn( ) 1

n
--- 1

n
---– 

 –  = ϕ cn( ),
1

n
---  < cn < 

1

n
---.–

f n ϕ,〈 〉  = f n x( )ϕ x( ) xd

1 n⁄–

1 n⁄

∫  = ϕ cn( )

ϕ 0( ) = δ ϕ,〈 〉

f ε x( ) = 
1

π
--- ε

x2 ε2+
----------------, ∞ < x < + ∞– , 0 < ε < ε0.

f ε x( )ϕ x( ) xd

∞–

+∞

∫ ϕ 0( ) = δ x( ) ϕ x( ),〈 〉 .
ε → +0

f ε x( )ϕ x( ) xd

∞–

+∞

∫  =

= 
1

π
---  + 

∞–

Aεγ
–

∫  + 

Aεγ
–

Aεγ

∫
Aεγ

+∞

∫
 
 
 
  ε

x2 ε2+
---------------- 

  ϕ x( ) x.d

1

π
--- ε

x2 ε2+
----------------ϕ x( ) xd

Aεγ

+ ∞

∫  # max ϕ x( ) 1

π
--- ε

x2 ε2+
---------------- xd

Aεγ

+ ∞

∫ .
−∞ < x < +∞
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Сделав в последнем интеграле замену переменной

 и обозначив ,

получим, что правая часть (20) равна

(21)

При этом мы воспользовались формулой Ньютона–
Лейбница и тем, что

Аналогично доказывается, что первый интеграл
в (19)

при ε  +0. (22)

Второй интеграл в (19)

(23)

При этом в первом равенстве в (23) мы воспользова-
лись теоремой о среднем для определенных интегра-
лов, причем

−Aεγ < cε < Aεγ, следовательно, cε  0

при ε  +0. (24)

Во втором равенстве мы, как и выше, сделали замену

переменной . В третьем равенстве мы

воспользовались формулой Ньютона–Лейбница.

Кроме того, в силу (24) cε  0 при ε  +0, откуда

следует, что ϕ(cε)  ϕ(0) при ε  +0.

Из (19), (21)–(23) следует, что

x
ε
--  = y x = ε ydd, max ϕ x( )  = ϕ

−∞ < x < +∞

1

π
--- ϕ ε2

ε2
---- 1

y2
1+

-------------- yd

A ε1 γ–⁄

+ ∞

∫  = 
1

π
--- ϕ arctg y

A ε1 γ–⁄

+ ∞
 =

= 
1

π
--- ϕ π

2
--- arctg

A

ε1 γ–
----------– 

  0 при ε +0.

arctg y( ) ' = 
1

1 y2+
--------------.

1

π
--- ε

x2 ε2+
----------------ϕ x( ) xd

∞–

Aεγ
–

∫ 0

1

π
--- ε

x2 ε2+
----------------ϕ x( ) xd

Aεγ
–

Aεγ

∫  = 
1

π
---ϕ cε( ) ε

x2 ε2+
---------------- xd

Aεγ
–

Aεγ

∫  =

= 
1

π
---ϕ cε( ) 1

1 y2+
-------------- yd

A εγ 1–⁄–

A εγ 1–⁄

∫  =

= 
1

π
---ϕ cε( ) arctg

A

ε1 γ–
---------- arctg

A–

ε1 γ–
----------– 

  ε → +0

1

π
---ϕ 0( ) π

2
--- π

2
---– 

 – 
   = ϕ 0( ) = δ x( ) ϕ x( ),〈 〉 .

ε → +0

x
ε
--  = y x = ε ydd,

Следовательно, функции fε(x), заданные в (17), обра-
зуют при ε  +0 дельтаобразную последователь-
ность, то есть выполнено (18).

Пример 3.  Рассмотрим теперь семейство функ-
ций, зависящих от t :

(25)

(Изобразите график функций ft(x) при малых значе-
ниях t.) Отметим, что для функций ft(x), заданных
формулой (25), справедливы соотношения (11)–(13)
с заменой n на t и n  +∞ на t  +0. С помощью
выкладок, аналогичных выкладкам, проведенным в
примере 2, устанавливается, что обычные функции

ft(x)  δ(x) при t  +0. (26)

Это эквивалентно тому, что для любой основной
функции ϕ(x) ∈  C0

при t  +0.

Отметим, что формула (26) имеет следующий
физический смысл. Рассмотрим бесконечный стер-
жень, совпадающий с осью x, обладающий изоли-
рованной от внешнего пространства боковой по-
верхностью. Допустим, что в начале координат (то
есть при x = 0) в момент времени t = 0 имеется еди-
ничный источник тепла, а все остальные точки
стержня при t = 0 имеют температуру T = T(0, x) ≡
≡ 0 (t = 0, t – время). Тогда, как доказано в теории
теплопроводности [4], при времени t > 0 в точке
стержня с координатой x температура T = T(t, x)
совпадает с функцией (25):

(см. [4]).

(При этом предполагается, что коэффициент теп-
лопроводности равен единице.) Соотношение (26)
означает тот физический факт, что при времени
t  +0 распределение температуры T(t, x) = ft(x) в
стержне стремится к дельта-функции. Последняя
описывает такое распределение температуры, когда

1
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вне начала координат температура равна нулю, а в
x = 0 помещен единичный источник тепла.

ÑàîîÖêÖçñàêéÇÄçàÖ 
éÅéÅôÖççõï îìçäñàâ

Известно, что обычные функции не всегда допу-
скают операцию дифференцирования: существует
большое количество функций, не имеющих произ-
водной в обычном смысле слова. В противополож-
ность этому мы покажем, что обобщенные функции
всегда имеют производную, которая также является
обобщенной функцией. Для того чтобы подойти к
определению производной обобщенной функции,
напомним сначала формулу интегрирования по час-
тям для обычных функций, обладающих непрерыв-
ной производной.

Пусть функции f(x) и ϕ(x) непрерывны и облада-
ют непрерывной первой производной f '(x) и ϕ'(x)
при −∞ < x < +∞. Кроме того, предполагается, что
функция ϕ(x) обращается в нуль вне конечного ин-
тервала (a, b), то есть при −∞ < x # a и b # x < +∞,
b > a. Тогда, как известно из интегрального исчисле-
ния,

(27)

так как ϕ(x) = 0 при x = a и при x = b. При этом мы
воспользовались тем, что ϕ(x) ≡ 0 при x # a и ϕ(x) ≡ 0
при x $ b. Выполнение формулы (27) для любых опи-
санных выше функциях ϕ(x) мы положим в основу
определения производной от обобщенной функции.

Обозначим через  совокупность всех непре-
рывных функций ϕ(x), −∞ < x < +∞, обладающих
непрерывной производной ϕ'(x), −∞ < x < +∞, при-
чем каждая из функций ϕ(x) обращается в нуль вне
какого-нибудь конечного интервала, зависящего от
ϕ(x) (напомним, что такие функции мы называем
финитными). Обозначим: l1(ϕ) – линейный непре-

рывный на  функционал. Иными словами, пред-
полагается, что для l1(ϕ) выполнено условие (4) ли-

нейной зависимости l1(ϕ) от ϕ ∈  и условие (5)

непрерывности l1(ϕ) по ϕ ∈ . Точнее, из ϕn(x) ⇒
⇒ ϕ (x) в  следует l1(ϕn)  l1(ϕ). При этом

ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в , если ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в C0 и

 в C0. Говорят, что l1(ϕ) является обоб-

щенной функцией на .

Пусть задан линейный непрерывный функцио-
нал l(ϕ0) на C0 (l(ϕ0) – обобщенная функция на C0),

ϕ0 ∈  C0. Производной этой обобщенной функции

f ' x( )ϕ x( ) xd
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∫  = f ' x( )ϕ x( ) xd  =

a

b

∫

= f x( )ϕ x( ) a

b f x( )ϕ ' x( ) xd
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b

∫  = f x( )ϕ ' x( ) x,d

∞–

+ ∞

∫––

C0

1

C0

1

C0

1

C0

1

C0

1

C0

1

ϕn' x( ) ϕ ' x( )⇒
C0

1

l(ϕ0) называется такой линейный непрерывный

функционал l1(ϕ) на  (l1(ϕ) – обобщенная функ-

ция на ), ϕ ∈  , для которой выполнена формула

l1(ϕ) = −l(ϕ') ∀ϕ ∈  . (28)

Если воспользоваться обозначениями l1(ϕ) =
= 〈l ', ϕ〉 , l(ϕ') = 〈l, ϕ'〉, то формулу (28) можно пере-
писать так:

〈l ', ϕ〉  = −〈l, ϕ'〉 ∀ϕ ∈  . (29)

В такой записи эта формула является аналогом фор-
мулы интегрирования по частям (27), которую мож-
но записать короче следующим образом:

〈 f ', ϕ〉  = −〈 f, ϕ'〉.

При этом мы воспользовались следующим обозначе-
нием для интегралов, стоящих слева и справа в фор-
муле (27):

Таким образом, коротко можно сказать так:
функционал l ' является производной функционала
l, если для этих функционалов имеет место формула
(29), являющаяся аналогом формулы интегрирова-
ния по частям (27).

Пример 4.  Производная дельта-функции.

По определению (29) производной l ' = δ'(x)
обобщенной функции l = δ(x) имеем

〈δ'(x), ϕ(x)〉  = −〈δ(x), ϕ'(x)〉  = −ϕ'(0).

Таким образом, производной дельта-функции (в
смысле обобщенных функций) является функцио-

нал, ставящий в соответствие любой функции ϕ ∈ 
значение ее производной в нуле с противополож-
ным знаком. Напомним, что δ'(x) как производная
обобщенной функции δ(x) есть функционал на про-

странстве  функций, имеющих непрерывную
производную. Поэтому, во-первых, ϕ'(0) определе-

но и, во-вторых, 〈δ', ϕn〉  =   −ϕ'(0) = 〈δ', ϕ〉 ,

если ϕn(x) ⇒  ϕ(x) в , то есть δ'(x) – непрерывный

функционал на .

Пример 5.  Производная функции Хевисайда.

Функция Хевисайда θ(x) является обычной
функцией, определяемой следующим образом:

θ(x) = 0 при x < 0, θ(x) = 1 при x $ 0.

Очевидно, эта функция имеет разрыв в точке x0 = 0.
Производная θ'(x) этой функции при x  0 равна ну-
лю: θ'(x) = 0 при x  0. Однако при x = 0 функция θ(x)
не имеет производной. Функция Хевисайда θ(x)
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1

C0

1 C0

1
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1
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1

g x( ) h x( ) xd⋅
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1
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1
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1
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является обычной функцией, следовательно, ей со-
ответствует регулярный функционал

Найдем производную θ'(ϕ) функционала θ(ϕ) в
смысле приведенного выше определения. Имеем,
согласно (29), для ϕ ∈  

(30)

(при вычислении последнего интеграла мы восполь-
зовались формулой Ньютона–Лейбница и тем, что
ϕ(x) ≡ 0 при больших x). Согласно (30),

θ'(x) = δ(x).

Таким образом, в смысле теории обобщенных функ-
ций производная θ' функции Хевисайда равна дель-
та-функции, а не нулю.

θ ϕ( ) = θ ϕ,〈 〉  = θ x( )ϕ x( ) xd

∞–

+ ∞

∫  = ϕ x( ) xd

0

+ ∞

∫
ϕ x( ) C0.∈∀

C0

1

θ' ϕ,〈 〉  = θ ϕ ',〈 〉  = θ x( )ϕ ' x( ) xd

∞–

+ ∞

∫–  =–

= ϕ ' x( ) x = ϕ x( )
0

+ ∞
 = ϕ 0( ) = δ ϕ,〈 〉–d

0

+ ∞

∫–

Отметим в заключение, что подробное изложе-
ние теории обобщенных функций дано, например,
в книгах [1, 2].
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