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INCOMPATIBLE SYSTEMS ARE SOLVED

 

V.  A.  SOBOLEV

 

Incompatible systems of linear algebraic equa-

tions occur under investigation of different

applied problems associated with measure-

ments. Exact and approximate methods of deri-

vation of quasi-solutions of such systems are

discussed.

Несовместные системы линейных алгебраи-

ческих уравнений возникают при решении

различных прикладных проблем, связанных

с измерениями. В статье обсуждаются

точные и приближенные методы получе-

ния квазирешений таких систем.

 

ВВЕДЕНИЕ

 

Для людей, чье знакомство с математикой ограничи-

лось школьными учебниками, название статьи выгля-

дит по меньшей мере странным, если не абсурдным. В

то же время для специалистов, связанных с обработкой

массивов данных измерений, несовместные линейные

алгебраические системы – это обычные объекты изу-

чения, и интерпретация “решений” таких систем явля-

ется рутинным занятием.

Для широкого круга прикладных задач (радиофи-

зика и радиоастрономия, сейсморазведка и космонав-

тика и др.) типичной является следующая задача.

Предполагается, что некоторая величина 
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. Обычно

эти коэффициенты определяются экспериментальным

путем. С этой целью производятся измерения величин
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 соответственно. Для неизвестных коэффици-

ентов 
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 получаем систему линейных алгебраи-

ческих уравнений вида
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состоящую из 
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 уравнений с 
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 неизвестными. Здесь

число уравнений определяется количеством произве-

денных измерений, и обычно это число не меньше, чем

количество неизвестных коэффициентов, то есть 
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.

В векторной форме эта система представима следую-

щим образом:
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где

Приведем хорошо известные сведения из теории

линейных алгебраических систем [1].

Если 

 

n

 

 = 

 

m

 

 и det

 

A

 

  0, то рассматриваемая система

имеет единственное решение. В этом случае система

является совместной, то есть имеющей решение, и,

более того, определенной, то есть имеющей единст-

венное решение. В общем случае ответ на вопрос о раз-

решимости системы (1) дает следующая теорема Кро-

некера–Капелли.

 

Теорема.  

 

Система 

 

(1) 

 

совместна тогда и только

тогда

 

, 

 

когда ранг расширенной матрицы равен рангу мат-

рицы A

 

.

Напомним, что расширенной матрицей системы

называется матрица вида

Совместная система может быть неопределенной,

если она имеет более одного решения. Если условия

теоремы Кронекера–Капелли не выполнены и система

не имеет решений, то есть является несовместной, то

обычно рекомендуется применять так называемый ме-

тод наименьших квадратов.

 

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

 

Если система (1) несовместна, то есть равенство 
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не имеет места при любых значениях вектора 
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, то ста-

вится задача отыскания таких значений неизвестных
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, при которых левые части уравнений систе-

мы (1) были бы возможно более близки к соответству-

ющим правым частям. В качестве меры такой близости

берется так называемое квадратичное уклонение левых

частей уравнений от свободных членов, то есть величина

или, что то же самое, величина квадрата нормы разно-

сти правой и левой частей системы (1): 
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. Для

решения данной задачи удобно использовать понятия

и методы теории евклидовых пространств, изложенные

в работе [2].
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Рассмотрим m-мерное евклидово пространство и

векторы

в этом пространстве. Требование минимальности квад-

рата нормы разности векторов Ax и b равносильно зада-

че о выборе чисел x1, x2, …, xn так, чтобы расстояние

между векторами b и c = x1e1 + x2e2 + … + xnen было наи-

меньшим. Предполагая векторы e1, e2, …, en линейно-

независимыми [2], рассмотрим подпространство m-мер-

ного евклидова пространства, состоящее из линейных

комбинаций этих векторов. Тогда задача состоит в на-

хождении ортогональной проекции вектора b на это

подпространство. Числа x1, x2, …, xn, дающие решение

этой вспомогательной задачи (или квазирешение ис-

ходной системы), находятся из системы

(e1, e1)x1 + (e1, e2)x2 + … + (e1, en)xn = (b, e1),

(e2, e1)x1 + (e2, e2)x2 + … + (e2, en)xn = (b, e2),

..................................................................... (47)

(en, e1)x1 + (en, e2)x2 + … + (en, en)xn = (b, en),

где

Определитель системы (2) называется определите-

лем Грама для векторов e1, e2, …, en, он неравен нулю в

случае линейной независимости этих векторов. Таким

образом, задача о нахождении квазирешения несовме-

стной системы (1) заменяется решением однозначно

разрешимой (определенной) системы (2).

Пример 1. Рассмотрим систему трех уравнений с

одним неизвестным:

2x = 3,

3x = 4,

5x = 7.

Для этой системы запишем векторы

Система (2) сведется к одному уравнению
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или

38x = 53.

Отсюда следует, что роль квазирешения играет величи-

на 53/38.

Пример 2. Рассмотрим систему, состоящую из трех

уравнений с двумя неизвестными:

x1 − x2 = 0,

x2 = 2,

x1 + x2 = 0.

Для этого примера получаем следующие выражения

соответствующих векторов:

и, следовательно,

(e1, e1) = 2, (e1, e2) = 0, (e2, e2) = 3,

(b, e1) = 0, (b, e2) = 2.

Таким образом, приходим к системе уравнений вида

2x1 = 0,

3x2 = 2,

то есть

Следует отметить, что условие линейной независи-

мости векторов e1, e2, …, en, которые являются столбца-

ми матрицы A, весьма ограничительно и заведомо не

выполняется, когда количество неизвестных совпадает

с количеством уравнений, то есть m = n, а detA = 0. В

последнем случае обычно применяют метод регуляри-

зации [3].

РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ

Метод регуляризации состоит в замене матрицы A мат-

рицей A + δE (E – единичная матрица), определитель

которой неравен нулю и, следовательно, преобразо-

ванная система имеет единственное решение, которое

и объявляется квазирешением исходной системы. Яс-

но, что такое квазирешение зависит от величины δ.

Пример 3. Рассмотрим следующую систему двух

уравнений с двумя неизвестными:

x1 + 2x2 = 1,

x1 + 2x2 = 2.

Соответствующая регуляризованная система имеет вид

e1 = 

1

0
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, e2 = 

1–

1
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, b = 

0

2

0 
 
 
 
 

x1 = 0, x2 = 
2

3
---.

(1 + δ)x1 + 2x2 = 1,

x1 + (2 + δ)x2 = 2.

Решение этой системы, имеющее вид

и зависящее от δ, играет роль квазирешения исходной

системы.

МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНОГО 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Здесь предлагается рассмотреть метод приближенного

решения линейных систем вида (1), суть которого за-

ключается в последовательном проектировании точек

m-мерного евклидова пространства на гиперплоскос-

ти, описываемые уравнениями этой системы. Иногда

этот метод называют методом Качмажа.

Сначала изложим этот метод на примере систем

трех уравнений с двумя неизвестными. Рассмотрим си-

стему уравнений вида

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,

a31x1 + a32x2 = b3.

Каждое уравнение этой системы задает прямую на пло-

скости переменных x1, x2. Приближенное решение

строится следующим образом. В качестве первой точки

выбирается любая точка на прямой L1, задаваемой пер-

вым уравнением. Можно, например, взять любую точ-

ку на плоскости и спроектировать ее на эту прямую.

Для определенности в качестве первой точки можно

выбрать точку с координатами x1 = a11b1/∆1, x2 = a12b1/∆1,

где  которая получается в результате про-

ектирования начала координат на прямую L1. Напом-

ним, что проекция точки с координатами  на

прямую, задаваемую уравнением

a1x1 + a2x2 = d,

имеет координаты

Вторая точка получается в результате проектирования

первой точки на прямую L2, задаваемую вторым урав-

нением системы, а третья – как результат проектирова-

ния второй точки на прямую L3, которая задается тре-

тьим уравнением. Четвертая точка, как и первая,

принадлежит первой прямой и получается в результате

проектирования третьей точки на первую прямую. Пя-

тая точка получается проектированием четвертой на L2

x1 = 
δ 2–

δ δ 3+( )
--------------------, x2 = 

2δ 1+
δ δ 3+( )
--------------------

∆1 = a11

2 a12
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0 x2
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и т.д. Процесс продолжается до тех пор, пока расстояние

между последовательными точками на одной прямой

(L1 для определенности) не станет меньше некоторого

наперед заданного числа.

Описанная выше процедура очевидным образом

переносится на случай системы вида (1) с любым коли-

чеством уравнений и неизвестных. Отличие заключа-

ется только в том, что в общем случае каждое уравне-

ние системы описывает не прямую, а так называемую

гиперплоскость в пространстве переменных x1, x2, …, xn

(плоскость для n = 1) и проектирование осуществляет-

ся на эту гиперплоскость (плоскость).

Важно отметить, что метод проектирования всегда

сходится. Более того, для совместных систем последо-

вательность точек, получающихся проектированием на

гиперплоскости, сходится именно к решению (одному

из решений) системы. Доказательство этого факта

можно провести используя принцип сжатых отображе-

ний [4].

Рассмотрим систему уравнений из примера 2.

Нетрудно убедиться в том, что последовательные

проекции сходятся к точке (0, 0) на первой прямой, к

точке (0, 2) на второй прямой и к точке (−1, 1) на треть-

ей прямой. Если в качестве квазирешения выбирается

центр тяжести полученного треугольника, то соответ-

ствующие значения неизвестных имеют вид

x1 = 
1

3
---– , x2 = 1.

Интересно отметить, что в случае, когда отрезки пря-

мых, описываемых уравнениями системы, образуют

равносторонний треугольник, последовательности про-

екций на каждой из прямых сходятся к точкам, которые

являются вершинами равностороннего треугольника

меньшего размера и делят стороны большего треуголь-

ника в отношении 1 : 2.
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